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1 Introduction 

Parmi les nombreux outils mathematiques developpes par Gauss, certains ont eu un 
destin tout particulier. C'est le cas des g-entiers, introduits par lui afin d'evaluer ce que 
I'on appelle aujourd'hui les sommes quadratiques gaussiennes. lis servent, par exemple, 
a formuler des analogues non commutatifs du theoreme du binome et ils jouent un role 
proeminent dans la mecanique quantique. Mais c'est leur apparition dans le cadre des 
geometries finies qui a ouvert une voie de recherche tout a fait inattendue. En effet, 
lorsque q est une puissance du nombre premier p, le cardinal des espaces projectifs sur le 
corps a q elements n'est autre que 

' ^"'^ |G^(F,)| q-1 ^''J'" 

et I'on obtient aussi une formule pour le cardinal de la Grassmanienne : 

|Gr(n,j)(F,)| = |{F(F,)cP"(F,)}h 



jjq [3]An-j]ql 

La remarque que les expressions ci-dessus ont encore un sens lorsque g = 1 a conduit Tits 
en 1957 a postuler I'existence d'un objet algebrique, le corps de caracteristique un, sur 
lequel on pourrait ecrire formellement 



sn-l 



(Fi)| = [n]i=n, |Gr(n,j)(Fi)| 



n\ in 
jJi \J 



Ainsi, P"~^(Fi) serait juste un ensemble fini Pan elements, et Gr(n, j)(Fi), I'ensemble 
des parties de P ayant cardinal j. En niant I'axiome d'apres lequel une droite projective 
possede au moins trois points, on obtient des espaces ou la geometric devient combinatoire. 
Notamment, on pent imaginer GL„ (Fi) comme le group symetrique 5„ et SL„(Fi) comme 
etant forme par les permutations paires. Le programme de Tits consiste alors a interpreter 
les groupes de Weyl comme des groupes de Chevalley sur le corps a un element [Ti] . 

II a fallu attendre jusqu'en 1994 pour la suite des evenements. Dans ses conferences 
sur la fonction zeta et les motifs |Mal| . largement inspirees des travaux de Deninger et 
Kurokawa, Manin se refere a Spec Fi comme le point ahsolu dont on aurait besoin pour 
reproduire la preuve de Weil de I'hypothese de Riemann pour les courbes sur un corps fini. 
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Les fonctions zeta des varietes sur Fi auraient la forme la plus simple, comme celle-ci : 
Cp^(Fi)('5) = s(s — 1) . . .{s — N). En essayant de donner un sens an produit infini regularise 

(27r)^ _YT s + n 
T(s) "J-J- 27r ' 

Manin a conjecture I'existence d'une categoric de motifs sur Fi et encourage les mathe- 
maticiens a developper une geometric algebrique sur le corps a un element. 

Meme si cette suggestion a pris forme dans de tres diverses notions de schemas sur Fi, il 
y a quelques traits communs. D'abord, on est tons d'accord sur le fait que la categoric des 
anneaux commutatifs est tres restrictive pour accueillir les nouveaux etres, une limitation 
qui a ete aussi mise en evidence, pour des propos differents, dans le contexte de la geome- 
tric analytique globale |Pa| . Autrement dit, Spec Z est trop complique comme objet final 
de la categoric des schemas affines. Ainsi, Durov |Du| et Shai-Haran |Ha| se proposent de 
I'elargir jusqu'a avoir Spec Fi, ou meme un spectre encore plus simple, comme objet final. 
La tendance generale, c'est d'oublir la somme afin d'obtenir une geometric non-additive. 
C'est le point de vue de Deitmar, qui imite la theorie des schemas juste en remplacent 
les anneaux par les monoides commutatifs. Dans son approche, un sous-monoide P de M 
es premier si xy E P implique x E P ou y E P. Alors, un schema affine est I'ensemble 
Spec M des sous-monoides premiers de M muni d'un faisceau de monoides localises (voir 
|Del| pour les details de cette construction). 

Dans leur tres beau article Au dessous de Spec Z |TV| . Toen et Vaquie ont developpe 
la geometric algebrique sur Fi comme un cas particulier de geometric algebrique relative a 
une categoric monoi'dale symetrique verifiant un certain nombre de proprietes techniques 
sur Texistence de limites. Si (C, x, 1) est une telle categoric, on definit Comm(C) comme 
la categoric de monoides commutatifs a I'interieur de C, ce qui va remplacer les anneaux 
commutatifs classiques. Alors, en posant Affc := Comm(C)°P, avec Spec le foncteur d'une 
categoric vers la categoric duale, on obtient des schemas affines ayant une topologie de 
Grothendieck que Ton pent recoUer pour avoir des schemas generaux. Les schemas sur 
Fi sont les schemas relatifs a la categoric monoi'dale symetrique (€ns, x,*), ou x est 
le produit cartesien d'ensembles. Lorsque Ton fait un certain relevement, on obtient des 
schemas classiques, toujours une fagon de tester que Ton manipule de bons candidats. 

Une approche plus terre a terre, mais qui permet d'etudier les fonctions zeta, est celle 
de Soule |So2| raffinee ensuite dans les travaux de Connes et Consani |CCl ICC2| . De 
leur point de vue, un schema sur Fi est defini par quelques donnees de descente d'un 
Z— schema de type fini Xz- Une variete affine sur Fi est un triplet (X, X^, ex) forme d'un 
foncteur covariant 2L = ^k>o2L'' '■ ^ab — ^ St^s de la categoric des groupes abeliens finis 
vers la categoric des ensembles gradues, d'une variete affine Xc et d'une transformation 
naturelle entre X_ et le foncteur D ^ Hom(Spec C[D],Xc). A travers d'un caractere x 
qui permet d'interpreter les elements de X_{D) comme des points de Xc, ils requierent 
quelques hypotheses fortes garantissant que ces donnes definissent une seule variete affine 
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sur Z. Tres recemment, James Borger a proposee les A— anneaux comme la structure 
codifiant ces donnees de descente de Z vers Fi |Bo| . 

Dans ce memoire, on aborde les constructions de Durov dans sa these |Du| . dans 
laquelle il a developpe tout un cadre algebrique permettant de surmonter les difficultes qui 
se presentent des que Ton essaie d'appliquer la theorie d'Arakelov aux varietes non lisses, 
non propres ou ayant des metriques singulieres. Outre qu'obtenir une nouvelle description 
de la geometric d'Arakelov, qui pourrait servir a demontrer des analogues arithmetiques 
du theoreme de Riemann-Roch, on propose un cadre suffisamment general pour traiter 
de la meme maniere la geometric algebrique a la Grothendieck, la geometric tropicale 
ou la geometric sur le corps a un element, juste en faisant varier I'anneau generalise de 
base sur lequel on travaille. Cela permet notamment de definir d'une fagon rigoureuse 
Fi et ses extensions, non seulement les structures sur eux, ainsi que de construire la 
compactification de Spec Z comme un pro-schema generalise projectif sur Fi. 

Plan du memoire 

On commence par exposer quelques limitations de I'analogie entre les corps de nombres 
et le corps de fonctions provenant du fait que Spec Z ne soit pas un schema propre et 
qu'il n'y ait pas un corps de base chez les entiers. Dans I'expose, on rencontre trois objets 
a la recherche d'une definition satisfaisante : le corps a un element Fi, I'anneau local a 
I'infini Zoo et la compactification de Spec Z. C'est la tache a laquelle on se consacre dans 
la section suivante, ou Ton voit un anneau R comme la monade sur les ensembles qui 
fait correspondre a chaque X toutes les i?— combinaisons lineaires formelles a support 
fini d'elements dans X. On extrait deux proprietes importantes de ce type de monades : 
I'algebricite, qui garantit essentiellement que I'on pent trouver une presentation par des 
operations et des relations, et la commutativite, une des nouveautes introduites par Durov. 
On dit qu'une monade algebrique commutative est un anneau generalise. Ensuite, on pent 
definir le spectre d'un anneau generalise en calquant le cas classique. Dans la section 
suivante, on construit de nombreux exemples d'anneaux generalises, parmi lesquels il faut 
souligner N, Zoo, ^(oo), ainsi que le corps a un element Fi et ses extensions Fin On obtient 
dans chaque cas des descriptions de la categoric des modules sur ces anneaux. 

La seconde partie du memoire presente la construction de Spec Z. On definit d'abord 
les schemas de Zariski sur Fi en suivant le point de vue fonctoriel grothendieckien, d'apres 
lequel un schema sur Fi est grosso modo un foncteur de la categoric des anneaux genera- 
lises vers la categoric des ensembles qui admet un recouvrement par des ouverts affines. 
Ensuite, on compactifie Spec Z a la main a partir de deux anneaux generalises et 
-Bat, et Ton obtient une description plus intrinseque en termes de la construction Proj des 
monades graduees. Finalement, on fait le lien avec la geometric d'Arakelov classique en 
discutant la compactification des varietes algebriques definies sur Q et le concept de fibre 
vectoriel sur Spec Z. On finit avec une discussion breve de quelques questions ouvertes. 
Puisque tout an long du travail il y a un usage intensif de la theorie des categories, on a 
considere opportun d'ajouter un annexe ou I'on explique d'une fagon concise les notions 
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employes, sauf celles de categorie, foncteur et transformation naturelle, que Ton suppose 
connues. Les termes definis dans I'annexe sont indiques avec une petite etoile en haut. On 
presente de meme une bibliographie exhaustive des articles concernant Fi. 

Remerciements. Je tiens a remercier Frederic Paugam, princeps functorum, pour m'avoir 
propose ce travail et pour les nombreuses heures qu'il a passe avec moi au tableau. J'ai 
discute quelques idees du texte avec Javier Lopez Pefia (Queen Mary University of Lon- 
don), auquel je remercie I'envoie du preprint |LL| . et avec Peter Arndt (Gottingen), lors 
de la conference i-Math School on Derived Algebraic Geometry (Salamanca, juin 2009) ou 
Ton s'est rencontres par hasard. J'ai aussi beneficie du cours d'Alain Connes au College 
de France sur la Thermodynamique des espaces non commutatifs, ou le contenu de |CC2| 
a ete presente pour la premiere fois, et d'une conference de Yuri Manin a I'lnstitut de 
Mathematiques de Jussieu |Ma3| . dont il m'a envoye les transparences tres gentiment. 
Une partie de ce travail a fait objet de la conference ^Es Z un anillo de polinomios ? au 
Seminaire de Geometric Algebrique de I'Universidad Complutense de Madrid (seance du 
26 mai) et de I'expose court On Durov's compactification 0/ Spec Z, the field with one 
element, the local ring at infinity and other rara avis dans I'ecole doctorale en Geometric 
Diophantienne tenue a I'Universite de Rennes du 15 au 26 juin 2009. 

2 L'analogie entre les corps de nombres et les corps de 
fonctions 

Depuis les travaux constitutifs de plusieurs visionnaires qui ont reve d'une corres- 
pondance parfaite entre la geometric et I'arithmetique (Kummer, Kronecker, Dedekind, 
Hensel, Hasse, Minkowski, Artin, Weil, etc.), l'analogie entre les corps de nombres et 
les corps de fonctions est I'une des idees les plus fructueuses de la mathematique mo- 
derne. Typiquement, des enonces simples mais inaccessibles sur les corps de nombres (par 
exemple, la distribution des zeros des fonctions L ou les conjectures de Langlands) sont 
transformes en des theoremes plus techniques dont la demonstration est possible grace au 
nouveau cadre geometrique-analytique de la traduction dans les corps de fonctions (dans 
ce cas, les conjectures de Weil ou la correspondance de Langlands pour GL„ etablie par 
Lafforgue). Un exemple significatif, c'est le theoreme de Mason, un exercice facile mettant 
en relation le degre de trois polynomes avec celui du radical de leur produit, dont I'ana- 
logue arithmetique, la conjecture abc, a des consequences qui vont du dernier theoreme de 
Fermat en forme asymptotique et de quelques resultats d'infinitude des nombres premiers 
jusqu'au theoreme de Mordell-Faltings ou la conjecture de Lang [Ni] . 

On rappel qu'un corps de nombres est une extension finie de Q et qu'un corps de 
fonctions est une extension finie K de degre de transcendance 1 sur un corps fc, que 
Ton supposera en general fini ou algebriquement clos. Soit K/k un corps de fonctions. 
A chaque valuation discrete de K/k (i.e. une application v : K — > Z U {00} telle que 
v{xy) = v{x) + v{y), v{x + y) > min{v{x), v{y)} et que v{x) = quel que soit x G k), on 
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associe I'anneau local 

0^ = {x e K : v{x) > 0}. 

Alors, I'ensemble Ck d'anneaux de valuation discrete de K/k est une courbe algebrique 
abstraite isomorplie a une courbe algebrique projective lisse C ayant corps de fonctions 
k{C) = K. Soit p un nombre reel plus grand que 1. Etant donne une valuation discrete 
Vp, si Ton pose \-\p = p~'"^^'\ on obtient une norme sur K. On a alors une bijection entre 
les points fermes de C et les normes sur K triviales sur k a equivalence pres (cf. [Harl 1.6] 
pour les details). 

L'analogie entre les corps de nombres et les corps de fonctions devient plus forte lorsque 
Ton considere les entiers Z et les polynomes k\T] sur un corps fini k = ¥g, ainsi que leurs 
corps de fractions Q et k(T). Ce sont des domaines euclidiens de dimension de Krull 1, 
dont les spectres sont formes par 

Spec Z = {pZ : p premier} U {0}, 
:= Spec k[T] = {/ G k[T] unitaire irreductible}. 

De plus, si A; = Fg, les corps residuels ¥p = TLj'pTL et Fg[T]/(/) sont finis. D'autre part, 
si / G A^, I'anneau des series de puissances Zj := lim A;[T]/(/") et le corps de series de 
Laurent Qf := -Z^/lj] ont des equivalents p— adiques TLp = limZ/p"Z et Qp = Zp[i] ayant 
des plongements denses Z C Zp et Q C Qp. On pent meme regarder les nombres comme 
fonctions sur Spec Z, ou I'image du premier p par I'entier n est la classe de congruence 
de n modulo p. Notons que I'espace d'arrivee de cette fonction depend essentiellement du 
point ou elle est evaluee. 

Quelles sont les limites de cette analogic? Le premier probleme qui se pose, c'est 
I'existence d'un equivalent de la droite projective := Aj. Uq^ A^ sur un corps de 
nombres. En effet, pour avoir la correspondance citee ci-dessus dans le cas plus simple 
k{T) = k{Fl), c'est necessaire de passer au projective car Ton la norme 

n^eg f-deg g 

correspondant au point de I'infini de P^. Cela nous permet notamment d'avoir des formules 
produit comme 

n l/|p = i v/G/r*, 

ou ^ est le point generique de P^. Ces formules sont extremement importantes en geometric 
diophantienne, ou elles permettent, par exemple, de definir la hauteur d'un point d'un 
espace projectif en choisissant un representant quelconque |BG| . 

En ce qui concerne les rationnels, les normes sur Q sont classifiees par le theoreme 
d'Ostrowski, d'apres lequel toute norme non-triviale est equivalente soit a une norme p- 
adique \-\p soit a la valeur absolue archimedienne usuelle. On rappel que \x\p = p~'"p^^\ 



6 



Vp{x) etant le seul entier tel que x = p^p^^^^ avec pgcd{p,ab) = 1, verifie la propriete 
ultrametrique 

\x + y\p < max{|x|p, \y\p}. 

On a de nouveau 



n 



\x\p = -j— i — Vx G 



(p)GSpec Z, p^O 

ce qui suggere qu'il faut penser a une compactification Spec Z pour avoir des resultats 
analogues aux theoremes sur les corps de fonctions. C'est le point de vue de la theorie 
d'Arakelov comme developpee par exemple dans |La| ou |SABK| . 

Cette brisure de la symetrie entre les places archimediennes et non archimediennes est 
mise en evidence par la necessite d'introduire un facteur a I'infini afin d'obtenir I'equation 
fonctionnelle de la zeta de Riemann. En effet, selon I'interpretation de Tate |Ta| . le produit 
d'Euler des facteurs locaux 



Lp{s)= [ lz,ix)\x\; d*x = 

Jo* ^ ~ 



1 ' 



oil d*x = - — r rr 6st la mesure de Haar sur Q„, ne donne une equation fonctionnelle que 
lorsque I'on le complete avec un facteur a I'infini 

la gaussienne etant I'analogue mysterieux de la fonction indicatrice de Zp dans Qp. 

Une autre difficulte qui se presente, c'est la construction des anneaux de valuation 
d'un corps de nombres. Pour p premier, Zp = {x G Qp : \x\p < 1} est bien defini en vertu 
de la propriete ultrametrique, mais ce que jouerai le role d'anneau local a I'infini 

:= Zoo = {x G M = Qoo : \x\ < 1} = [-1, 1] 

n'est pas ferme sous I'addition. L'idee sera de la remplacer par des combinaisons lineaires 
convexes dans un cadre moins restrictif que I'algebre commutative usuelle. Dans cette 
categoric d'anneaux generalises que Ton va construire dans la section suivante, Z^o aura 
le meme status que les anneaux classiques. 

On pent attendre que cette fagon envelopper les problemes par le haut jette une 
nouvelle lumiere sur la manque de produits limitant I'analogie entre les corps de nombres 
et les corps de fonctions. Tandis qu'en geometric on pent definir I'espace affine comme le 
produit de n copies de la droite affine, ce qui revient a considerer le spectre du coproduit* 
des /c— algebres k[Xi, . . . , Xn] = k[X] ®fc . . . ®fc k[X], chaque tentative de definir une 
surface arithmetique ne donne pas de resultats. En effet, Z etant I'objet initial de la 
categoric des anneaux. Spec Z x Spec Z est reduit a la diagonale. Get obstacle est lie 
traditionnellement a I'absence d'un corps de base chez les entiers, sur lequel on pourrait 
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prendre des produits C ®Fi C comme celui dont Weil s'est servi dans sa demonstration 
de I'hypothese de Riemann pour les courbes sur un corps fini. Dans la suite, on montrera 
que dans la categorie des anneaux generalises, I'elusive corps a un element admet une 
definition naturelle. Malgre cela, le produit de deux copies de Spec Z est encore trivial 
sur cette nouvelle categorie. 



3 La categorie des anneaux generalises 

On rappel que la classe de toutes les categories €at est elle meme une 2— categorie, ce 
qui entraine notamment que I'ensemble des foncteurs entre deux categories quelconques 
est de nouveau une categorie, dont les morphismes sont donnes par les transformations 
naturelles. Lorsque les deux categories coincident, la composition usuelle munit les endo- 
foncteurs End(C) := B.om(Cat{C , C) d'une structure de categorie monoidale*. Si F et G sont 
des endofoncteurs, on pose FG := F® G et F" := ■ ■ ■ (g)F, ce qui est bien defini grace 
a I'associativite. On appelle monade sur C toute algebre dans End(C) qui soit compatible 
avec la structure de categorie monoi'dale. Plus explicitement : 

Definition 1. Une monade sur une categorie C est un triplet S = (S,yU, e) forme d'un 
endofoncteur S : C — > C, d'une multiplication fi : — > S et d'un morpliisme identite 
e : idc — > S tels que 

1. fi et e sont des transformations naturelles, i.e. pour tout couple d'objets X,Y dans 
C et tout morphisme / : X — > Y, les diagrammes suivants commutent 



MX 



fly 



S(X) 



Y- 



2. /X et e respectent les axiomes d'associativite et d'unite, autrement dit, les diagrammes 
suivants sont commutatifs pour tout objet X dans C 



S3(X) 
T.\X) 



^\X) 



E2(X)i^'Sidc(X) 



MX 




MX 




Un morphisme de monades Lp : Si — > S2 est une transformation naturelle des endofonc- 
teurs sous-jacents Si et S2 telle que 

(^y o Si(F) = S2(/) o (^jf, o ^- = es2_^ et que 

AtS2,xoS2((/5x) O V^Si(X) = V^X O /iSi.X = /WE2,X ° V5E2(X) o S(v9x) (3.1) 

pour tout couple d'objets X, F G Ob(C) et tout morphisme / : X — > Y. On obtient ainsi 
la categorie !Dtonac)es(C) des monades sur C. 
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Exemple 1. La categorie 93TonaOes((£ns) admet un objet initial qui sera essentiel dans la 
suite. C'est le foncteur identite idgng muni des applications fi et e evidentes. On le note F0 
et on I'appelle le corps sans elements. Les monades sur les ensembles possedent aussi un 
objet final 1 qui vaut {0} sur tout ensemble X et qui va jouer le role de I'anneau trivial 
dans la construction des anneaux generalises. 

Etant donnee une monade S = e) sur C, on pent lui associer de fagon naturelle 

une notion de sous-structure et de module sur elle : 

Definition 2. Une sous-monade S' de S est un sous-foncteur* S' C S stable par /i et e, 
i.e. une monade S' telle que 

1. C S(X) pour tout objet X dans C. 

2. la transformation naturelle S' — > S dont les composantes sont donnees par I'inclu- 
sion est un morphisme de monades. 

Si Ton se donne deux sous-monades Si et S2 de la meme monade S, leur intersection 
est definie comme le produit fibre* Si Xs S2 dans la categorie End(C). Plus terre a terre, 
SinS2 est la monade dont I'image de chaque ensemble X est I'intersection Si(X)nS2(X) 
et dont les composantes des morphismes d'identite et de multiplication sont les restrictions 
de /ix et ex a Si(X) n S2(X). 

Definition 3. Un module sur S est la donne d'un couple M = (M, a) forme d'un objet 
M e Ob(C) et d'un morphisme a : S(M) — > M tels que a o /i^/ = a o S(a) et que 
a o eM = idM- Un morphisme de Tj— modules f : (M, ajvf) — ^ (^5«Ar) est un morphisme 
/ e HomdM, N) tel que / o aM = c^n ° On construit ainsi la categorie des 

S— modules, qui pent etre pensee plus intrinsequement comme I'objet qui represente le 
foncteur Home;(it(- ,C)^ dans Cat. 

Definition 4. Soit (p : Si — > S2 un morphisme de monades sur une categorie C. On 
appelle restriction des scalaires par rapport a (p \e foncteur ip* : C^^ — *• C^^ qui fait 
correspondre a un S2— module (iV, a) le Si— module {N,a') ayant le meme objet sous- 
jacent et dont Taction de Si est definie par a' = a o {p^. Lorsque ce foncteur admet un 
adjoint a gauche*, on obtient aussi une notion d'' extension des scalaires. 

Le foncteur d'oubli 0_ : — > C, qui associe a chaque S— module (M, a) I'objet 
sous-jacent M, admet un adjoint a gauche, que Ton appellera comme d'habitude foncteur 
libre. C'est simplement L : C — > defini par la formule L{X) = (S(X),/ix) pour tout 
X G Ob(C). La proposition suivante montre que ces deux foncteurs encodent toute la 
structure de la monade. 

Proposition 1. Une monade S sur C est entierement determinee par le couple de fonc- 
teurs adjoints L : C — > et 0_: — > C. 
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Demonstration. On se refere a I'annexe pour la definition du produit de transformations 
naturelles. Si Ton considere I'unite et la co-unite de I'adjonction de L et O, qui sont des 
transformations naturelles : idc — > OL et r] : LO — > id^s , on a 

S = OL , e = ,^, j2 = 0ikriikL. 

En effet, on a bien que /i : OLOL = — > OL = S et pour tout objet X dans C : 

{O-krj-kVjx =Q{t]l(x)) = 0{r](^s(x),fix)) = Q.{l^x) = /ix- □ 

Cette construction admet une generalisation immediate fournissant de nombreux exem- 
ples de monades. Supposons que F : C — > V et G : V — > C sont des foncteurs ad- 
joints, avec des transformations ^ : idc — ^ GF et r] : FG — > idx>. Alors, si Ton pose 
S = GF,e = ^ et fi = F -k r] -k G, il est facile de verifier que le triplet (S,e, yU.) definit 
une monade sur C. Lorsque C = (Bns, V est une certaine categoric d'ensembles munis de 
structure algebrique et G : V — > €ns est le foncteur d'oubli, on obtiendra des monades 
dans la categoric des ensembles, comme celle qui suit : 

Exemple 2 (La monade des mots). Soit V = VJlon la categoric dont les objets sont les 
monoides (i.e. les semi-groupes avec identite) et dont les morphismes sont les morpliismes 
de semi-groupes qui preservent I'identite. Dans ce cas, le foncteur d'oubli vers les ensembles 
O : dJlon — > €ns admet comme adjoint a gauche le foncteur libre L : (Bns — > Tlon, 
qui associe a chaque ensemble X le monoi'de libre L{X), ceci etant forme par les mots de 
longueur fini Xi . . . Xn, dans I'alphabet X et ayant comme multiplication la concatenation 
des mots et comme identite le mot vide. On obtient ainsi une monade M = (M, fi, e) sur 
la categoric des ensembles que I'on appellera la monade des mots. On donne ensuite une 
description plus explicite. 

Si X G Ob((£ns), on identifie X° au mot vide et X^ a I'ensemble des mots de longueur 
n : {xi}{x2} . . . {xn}. Alors M{X) = IJn>o^'^- correspondance entre X et les mots de 
longueur un definit le morphisme d'unite ex{x) = {x}, et le morphisme de multiplication 
fix '■ M^{X) — ^ M{X) agit de la fagon suivante : 

tJ'x{{{Xl} . . . {Xn}} ■ ■ ■ {{Zl} . . . {Zra}}) = {Xi} . . . . . . {^i} . . . {z^rn} 

La preuve que M = (M, /i, e) est en fait une monade se reduit done a la verification de 
I'associativite de I'operation "enlever les accolades". 

3.1 La monade associee a un anneau 

Etant donne un anneau i?, que I'on suppose unitaire mais pas forcement commutatif, 
I'adjonction du foncteur d'oubli O/? • ~ 9?loc) — > €ns de la categoric des i?— modules 
vers les ensembles et du foncteur libre Lf, : Cns — > R — DJlod definit une monade 

= (Sj^, fi, e) sur (Bns. Pour chaque X, 

S^,(X) = Hom|°^(X,0^(i?)) 
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est I'ensemble des applications de X dans R a support fini, qui s'identifie a I'ensemble des 
i?— combinaisons lineaires formelles 



Si?(X) = {Ai{xi} + . . . + \n{xn} : \i e R,Xi e X,n> 0}. 



Ensuite, on definit le morphisme d'unite comme dans le cas de la monade des mots, i.e. 
^x{x) = {x} pour tout X & X, et la multiplication comme la transformation naturelle de 
dans Sj^ dont les composantes calculent les combinaisons lineaires des combinaisons 
lineaires formelles. Autrement dit : 



Si {X, a) est un S/j— module, I'anneau R agit sur I'ensemble X au moyen des opera- 
tions x+y := a{{x} + {y}) et Ax := a;(A{x}), qui verifient bien les axiomes de i?— module. 
Reciproquement, si Ton se donne un _R— module X, I'application qui evalue chaque com- 
binaison lineaire formelle Ai{xi} + . . . + A„{x„} e en AiXi + . . . + XnXn G X definit 

une structure de Sr— module sur X. II est facile de montrer que cette correspondance est 
en fait une equivalence des categories R — DJtod et (Ens ^, ce qui revient a dire que le 
foncteur O/j est monadique. 

Proposition 2. Soient R un anneau unitaire et la monade sur les ensembles construite 
comme ci-dessus. Alors : 

1. Si S est un sous-anneau de R, alors est une sous-monade de Tjr. 

2. Tjji commute avec les limites inductives filtrees* . 

3. La structure de monoide multiplicatif de R peut etre recuperee a partir de Sr. 

4- L' application R i— > S/? est un foncteur pleinement fidele* de la categoric des anneaux 
unitaires dans la categoric des monades. De plus, il preserve les suites exactes. 

Demonstration. La premiere assertion decoule simplement du fait qu'un sous-anneau S de 
R contient I'unite et il est ferme pour le produit. Par consequent, S5 est compatible avec 
e et /i, done c'est une sous-monade de Sr. Pour prouver la seconde affirmation, soit X = 
lirn^ Xj la limite du systeme inductive filtre (Xj)jg/. On a par definition Romifj^^X , Z) = 
lini ^ Hom(5n^(Xj, Z) pour tout ensemble Z. Notamment, lorsque Ton prend Z = Or(-R) et 
on se restreint aux applications a support fini, on obtient Sr(X) = lim^SR(Xj). 

Montrons dans ce qui reste la nature des relations entre un anneau R et sa monade 
associee Sr. Soit 1 = {1} I'objet final de <3ns. Alors Sr(1) = {A{1} : X e R} est 
I'ensemble sous-jacent a I'anneau, que I'on note |Sr|. On peut le voir comme un module 
a gauche sur lui meme par I'egalite Rg := ce qui nous permet de recuperer la 

multiplication de R. Notons que I'unite est I'image ei(l) G |Sr|. 

Maintenant, si Ton considere un morphisme d'anneaux / : R — > S, la famille d'ap- 
plications ensemblistes Sjx : Sr(X) — > Sr(S') definies par 




n 



n 



$^A.{x.}^5^/(A.){x.} 



i=l i=l 
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induit un morphisme Sj entre les monades S/j et S5. En effet, la premiere condition 
de compatibilite dans (13.11) se verifie automatiquement, la seconde equivaut a dire que 
fi^R) = et la derniere decoule du fait que /(x + y) = f\x) + /(y) et que f{xy) = 
f{x)f{y). Done, S/ est un morphisme de monades. 

Pour prouver que ce foncteur est pleinement fidele, il suffit de montrer que, etant 
donnes deux anneaux R et S, tons les morphismes de monades ( : T,r — > S5 sont de 
la forme ( = T^f pour un unique morphisme d'anneaux / : R — > S. En effet, on sait 
deja que si ( : Tir — > est un morphisme de monades, / := \(\ est un morphisme 
entre les monoides sous-jacents R et S. II suffit de montrer que ( : R — > S respecte aussi 
I'addition et que ^f,x = Cx pour chaque ensemble X. □ 

Corollaire 1. La categorie des anneaux unitaires 2lnn s'identifie a une sous-categorie 
pleine* de OTtonaOes. 

Remarque 1. Meme si Ton vient de montrer que tout sous-anneau de R fournit une 
sous-monade de S/j, il n'y a pas une correspondance bijective entre les sous-anneaux de 
R et les sous-monades de S^. Si Ton prend, par exemple, R = Z, il n'existe pas de sous- 
anneaux non-isomorphes a Z, mais par contre on pent construire la sous-monade N, qui 
n'est pas isomorphe a Z (voir 14.11) . 

Remarque 2. Si Ton calcule le foncteur de restriction des scalaires par rapport au mor- 
phisme S/ introduit ci-dessus, on obtient le foncteur usuel de S* — dJtod vers R — VJlod 
qui a chaque S*— module M fait correspondre le -R— module M dont Taction est donne 
par r ■ m = f{r) ■ m. Par unicite de I'adjonction, le foncteur d'extension est dans ce cas 
I'application Mi — ^ S ®rM R - moD vers S - TloD. 

En vue de la proposition [21 on definit I'ensemble sous-jacent a une monade S dans la 
categorie des ensembles comme |S| := L'isomorphisme canonique 

: |S| = Hom2^(l,S(l)) = EndE-OToo(^i?(l)) 

munit |E| d'une structure de monoide. En effet, etant donnes deux elements x ei y de 
en posant x ■ y := Lp~^{Lp{x) o ifiij)) on obtient une loi associative dont I'unite est 
ei(l). II n'y a aucune raison pour attendre que cela soit un monoide commutatif, car la 
composition d'endomorphismes ne I'est pas. 

3.2 Les monades algebriques 

Pour definir une categorie d'anneaux generalises adequate, il faudra imposer quelques 
restrictions aux monades. La premiere d'entre elles, I'algebricite, nous permettra d'obtenir 
une notion d'anneau generalise non commutatif. 

Definition 5. Un endofoncteur S : €ns — > €ns est dit algebrique s'il commute avec 
des limites inductives filtrees, c'est-a-dire, si S( lini ^ Xj) = lim^E(Xj) pour chaque fa- 
mille d'ensembles indexee par un ensemble partiellement ordonne filtre. Une monade est 
algebrique si son foncteur sous-jacent Test. 
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Exemple 3 (Une monade non algebrique). Comme on a montre dans la proposition [2], la 
monade associee a un anneau est algebrique. Si Ton pense a comme I'ensemble des 

S— combinaisons lineaires formelles d'elements de X, il faut trouver des combinaisons a 
support infini pour avoir un exemple de monade non algebrique. Soit Zoo (voir la section 
14.21 pour le choix de cette notation) la monade definie par 

Zoo(X) := {J2 Ax : Ke R, 5^|A,.| < 1}. 

On montre que ce n'est pas une monade algebrique en la testant sur le systeme X, = 
{{Xn)n£N, {in,m)n<m) forme dcs cnscmbles Xn = {0, . . . ,n} et des inclusions de X„ dans 
Xm, la limite inductive etant N. D'un cote, Z(N) est I'ensemble des series convergentes 
dont la somme des modules est plus petite ou egale a 1. De I'autre cote, Zf(X„) est forme 
des (n + l)-uplets (Aq, • . • , A„) telles que |Ao| + . . . + |A„| < 1 et la limite inductive est 
la reunion de tons ces ensembles. C'est clair que dans ce cas on ne pent pas eclianger la 
limite car Z(N) — limZ(X„) contient toutes les series convergentes avec un nombre infini 
de termes non nuls dont la somme des modules est plus petite ou egale que 1, par exemple 

Eoo 1 
n=0 (n+l)27r2 • 

Puisque la composition de deux foncteurs algebriques est encore algebrique, ils forment 
une sous-categorie monoidale de End(€ns), qui est en plus pleine. On remarque aussi qu'un 
foncteur algebrique est completement determine par sa valeur dans les ensembles finis, 
car tout ensemble X est la limite inductive filtree de ses sous-ensembles finis. Si S est 
un endofoncteur algebrique et Ton note par N la categoric des ensembles finis standard 
n = {1, . . . ,n} dont les morphismes sont les applications entre ensembles finis, la restric- 
tion S I — > S|N induit une equivalence categorique entre (Bns— := Home;(,t(N) ^ns) et les 
endofoncteurs algebriques. On pent les imaginer done comme une collection d'ensembles 
{E(n)}„>o munie des applications fonctorielles T,{ip) : Il(m) — > S(n) qui sont definies 
pour chaque ip : m — *■ n. 

Etant donne un foncteur G : N — > (Bn5 et un ensemble quelconque X, on pose : 
HoiX) := y G{n) x X"", Hi{X) := |J G(m) x X". 

n>0 ip:m >n 

On a alors des applications p,q : Hi{X) — > Hq{X) definies de la fagon suivante : si X"^ 
represente I'application (xi, . . . t— > . . . ,x^(n)), alors les restrictions de p et g a 

la composante indexee par (p : m — > n sont donnes par 

idcim) X X'P : G(m) X X" — > G(m) x X"^, 
G{<p) X idx" : G(m) X X" — > G(m) x X". 

Le lemme suivant, dont la demonstration se trouve dans |Dul 4.1.4], permet de calculer 
S(X) comme le coegaliseur* du systeme ci-dessus : 
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Lemme 1. Soit S une monade algebrique et soit G = S|n G €ns- le foncteur image de 
S par V equivalence de categories. Alors 

E(X) = Coeg(p,g : H,{X) ^ H^{X)) 

Par consequent, si X et F sont des ensembles, une application a : — > Y est la 
donnee d'une famille {a'^"^ : S(n) x X" — > F}n>o qui fait commuter le diagramme 

S(m) X X" ^^^^^^ -S(m)xX™ (3.2) 



S(n) X X" ^ Y 

pour tout ip : m — > n. Cela montre que S(n) parametre en quelque mode les operations 
n-aires de X vers Y et on pent ecrire [t]Q,(a^i, • • • , Xn) au lieu de a(t, xi, . . . , On dit que 
t G S(n) est une operation n-aire formelle [tja : X" — ^ Y. Dans le nouveau symbolisme, 
la commutativite du diagramme ci-dessus se traduit en 

= [t] 

a ) • • • ) •^(f{m) ) 

pour toute operation formelle t G S(m) et pour toute application (f : m — > n. 

D'apres le lemme, il existe une surjection Ho{X) S(X) dont la restriction a S(n) x 
X" applique (t,xi, . . . , Xn) dans S(x)(t) G S(X), x : n — > X etant I'application k i— Xfc. 
Notons t{{xi}, . . . , {x„}) cette image. Alors pour tout s dans S(X) il existe n < 0,t G 
E(n) et Xi, . . . , x„ G X tels que s = . . . , En fait, S(X) est I'ensemble de 

toutes ces expressions modulo les relations 

(SM)(t)({xi}, . . . , {xn}) ~ t({a;<^(i)}, • • • , {a:<^(n)}). 

Ce point de vue nous permet de determiner univoquement une monade algebrique a 
partir des donnees suivantes : 

1. Une collection d'ensembles {S(n)}„>o et d'applications T,{ip) : S(m) — > 
definies pour chaque ip : m — > n et telles que 

Puisque S(X) = limS(n), apres avoir choisi d'identifications convenables entre les 
sous-ensembles finis de X et les ensembles finis standard n, on pent reconstruire a 
partir de cette famille la valeur de la monade algebrique dans tons les ensembles. 

2. Une famille de morphismes de multiplication /x^f^ : S(k) x S(n)''' — > S(n) qui 
verifient les relations 

/^i') o (zcis(k) X S(n)'^) = /.f ) o (S(^) X zd^(„).0 
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pour chaque (p : k — > k' et ^ : m — > n. En effet, d'apres ce que Ton a vu 
precedemment, se donner le morphisme nx '■ Y?{X) — > c'est equivalent 

lorsque Ton remplace X ei Y par dans (13 .2^ a se donner une famille //'^'^^ : 

S(k) X T,{XY — > Dans une seconde etape, on considere les restrictions a 

chaque S(n), ayant ainsi : S(k) x S(n)^ — > ^(ii). 

3. Un element distingue e G S(l) 
Yoneda* le morphisme d'unite e 
element e := ei(l) G S(l). Si x 
alors ex{x) = (E(x))(e). 

Ces donnees doivent verifier de plus les axiomes de monade. Ce n'est pas difficile a 
voir que les conditions de la definition 1 se traduisent en : 

1. fin\e,t) = t pour tout t G S(n) et pour tout n > 0. 

2. fi^\t, {l}n, • • • , {n}n) = t pour tout t G S(n). 

3. Pour tout n,k,m > 0, le diagramme suivant commute : 

S(k) X S(m)*^ (3.3) 

Mm 

— S(m) 

Notation. Soit S une monade algebrique definie par les donnees que Ton vient de decrire. 
Posons := Lln>o^('^)- appelle constantes de S les elements de S(0), operations 
unaires les elements de et en general operations n-aires les elements de S(n) pour 

n > 2. Lorsque Ton veut souligner que u est une operation n— aire, on ecrit Si S(0) 
n'a qu'un element, on dit que E est une monade avec zero. Si A est une operation unaire, 
on ecrit normalement Ax au lieu de \x{x); par exemple, — x au lieu de [— De meme, 
si + est une operation binaire, on n'ecrit pas [+]x(3;i,X2) mais Xi + X2- 

3.3 Presentation d'une monade algebrique 

Etant donnes une monade algebrique E et une partie U C on considere la plus 
petite sous-monade contenant U, ce qui revient a dire I'intersection de toutes les sous- 
monades Sq, de S dont leurs ensembles d'operations contiennent U. Notons-la 

F0(f/):= fl 

i7c||2c|| 

Proposition 3. Soit U une partie d'une monade algebrique E. Alors S' := F0(f/) est la 
sous-monade de S dont I'ensemble S'(ri) est forme des element obtenus en appliquant un 
nombre fini de fois les regies suivantes : 



. Comme idgnj, = Homgn^^l,-), par le lemme de 
• id(£ns — ^ S est determine univoquement par un 
: 1 — > X est la seule application ayant image x, 



Sfk) X Un)'' X Sfm) 



/xL'°'xids(ni)" 



E(n) X S(m)"' 
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1. {k}n G S'(n) pour tout 1 < k < n. 

2. (Propriete de remplacement) Soit u & U une operation k-aire. Alors, pour tout 
ti, . . . G S'(n), on a [M]E(n)(^i, • • • ,4) G S'(n). 

Demonstration. La preuve se reduit a la remarque que la collection de sous-ensembles 
E"(n) C S'(n) C S(n) obtenus en appliquant ces deux regies un nombre fini de fois 
definit une sous-monade de S contenant U. Par consequent S" = S'. □ 

De plus, Durov montre que I'on pent toujours realiser F0(f/) comme une certaine sous- 
monade de la monade Mu des mots a constants dans U |Dul 4.5.2]. On pent de meme 
generaliser la construction ci-dessus de la fagon suivante : soit Sq une autre monade 
algebrique et soit p : Sq — > S un morphisme de monades. Si U est une partie de ||S||, 
on appelle sous-monade engendree par U sur Sq 

So(f/)=F0(f/U||p(So)||). 

Definition 6. Soit S une monade algebrique. On dit que S est de type fini sur Sq s'il 
existe une partie finie U de telle que S = Eo(f/). Une monade est dite absolument 
de type fini si elle de type fini sur F0. 

On pent construire de cette fagon des monades libres, mais pour encoder I'information 
de la plupart des objets algebriques, on aura besoin d'un certain type de conditions de 
torsion, comme celles qui imposent, par exemple, les axiomes de la definition d'anneau. On 
le fait en definissant des relations d'equivalence algebrique compatibles avec la structure 
de monade : 

Definition 7. Une relation i? C S x S compatible avec la structure de monade de S est 
la donnee d'un systeme de relations d'equivalence {-R(n) C S(n) x E(n)}„>o tel que si 
t =ij(k) s, ti =R{n) Si pour tout 1 < i < k, alors : 

Ms(n)(4, • • • ,^fc) =-R{n) [■5]E{n)('5l, • • • , Sfe) 

En particulier, R est compatible avec les applications induites T.{(p). 

Soit E une monade algebrique et R une relation compatible avec S. On definit alors 
le quotient S' = S/_R comme la monade dont les images des ensembles finis sont Ti'{n) = 
S(n)/i?(n) et dont les morphismes de multiplication et d'unite sont les induits par passage 
au quotient. C'est la seule structure de monade dans S' pour laquelle I'application evidente 
S — > S' est un morphisme de monades. Dans la suite, on appliquera cette construction 
en prenant comme relations les definies par un systeme d'equations, c'est-a-dire, par I'in- 
tersection R = HaRa d'un certain nombre de relations algebriques compatibles. On note 

So(t/|/2) := So(t/)/i? 

la monade engendre sur Sq par les operations U et par I'ensemble R de relations. 



16 



Definition 8. Une monade algebrique S admet une presentation finie sur Sq si elle de 
type fini et s'il existe un ensemble fini de relations R tel que 

E = So(f/|i?) 

3.4 L'additivite 

Comme on a montre a la fin de Pepigraphe 13.11 I'ensemble sous-jacent a une monade 
algebrique a toujours une structure de monoide multiplicatif. On voudrait explorer main- 
tenant la possibilite de definir une addition. Soit S une monade algebrique ayant une 
constante G S(0). On a des applications, dites de comparaison, 7r„ : S(n) — > 
dont la composante k—ieme applique 

t^t(Os(i),...,{l}i...,Os(i)). 

Definition 9. Soit S une monade algebrique avec constante. Une operation binaire 
[+] G S(2) est une pseudoaddition si 7r2([+]) = (e, e) G S(l)^. S'il s'agit de plus de 
la seule pseudoaddition que Ton pent definir sur S, on dit que [+] est une addition. On 
appelle S monade hypoadditive (resp. hyperadditive, additive) si toutes les applications 
Tin '■ S(n) — > sont injectives (resp. surjectives, bijectives). 

Exemple 4. Soit S la monade definie par S(0) = Z et par S(n) = Z[Ti, . . . ,T„] pour 
tout n > 1. Apres avoir fixee c = comme constante, 112 applique un polynome F{X, Y) 
dans (F(T, 0), F(0, T)) G Cette application etant surjective, on conclut que S est 

une monade hyperadditive. Elle n'est pas additive car il y a plusieurs fagons de definir un 
polynome a deux variables dont ses evaluations en X = et en y = sont donnees. Par 
exemple, tons les polynomes de la forme / = X.g + Y.h, ou g{X, 0) = h{0, Y) = 1, out la 
meme image par 7r2. 

La definition de pseudoaddition, qui pent sembler bizarre a premiere vue, ne dit que 
x + = X = + x lorsque Ton la lit dans un S— module X. Si S est une monade additive, 
on obtient une addition en posant [+] = 7r2'^(e,e). Dans une monade hypoadditive, I'ap- 
plication ttq : S(0) — > 1 est injective, done, il n'y a qu'un constante G S(0). De plus, 
le fait que 712 soit injective implique que s'il existe une pseudoaddition [+], elle est neces- 
sairement unique, c'est-a-dire, une addition. Alors, I'associativite et la commutativite de 
[+] decoulent automatiquement des identites pour vr2({l} + {2}) et 7r3(({l} + {2}) + {3}). 

Proposition 4. Les monades algebriques additives sont en correspondance bijective avec 
les semi-anneaux. De plus, une monade additive est la monade associee d un anneau s'il 
existe une symetrie [—] (i.e. une operation unaire d'ordre deux). 

Demonstration. On rappel d'abord qu'un semi-anneau est un ensemble R muni de deux 
operations binaires + et ■ telles que {R, +) est un monoide commutatif ayant element 
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neutre et que {R, ■) est un monoide avec unite 1. On demande de plus que la multipli- 
cation soit distributive par rapport a I'addition et que ■ r = = r ■ pour tout r E R. 
Cette liste d'axiomes nous permet d'ecrire toute operation n-aire t G S(n) d'une fagon 
unique sous la forme Ai{l} + . . . + A„{n}, ce qui revient a dire que I'application 7r„ est 
bijective. Par consequent, un semi-anneau definit une monade algebrique additive. 

Reciproquement, une monade algebrique additive est engendree par la seule constante 
G S(0), I'ensemble des operations unaires |S| = S(l) et I'addition [+] G S(2). En 
utilisant la structure de monoide multiplicatif de S(l), I'injectivite des applications 112 
et vTs, ainsi que le fait que la monade n'admet qu'une seule constante, on obtient la 
presentation suivante : 

E = ¥0(0^^1 m,[+f^\x + y = y + x, {x + y) + z = x + {y + z), x + = x, 
\{x + y) = Xx + \y, {x + y)X = x\ + y\, VA G 

Alors, si I'on muni |S| du produit provenant de la structure de monoide multiplicatif et 
de I'addition + : |Sp — > |E|, les relations ci-dessus impliquent que +, ■) est un semi- 
anneau. C'est clair que les inverses pour I'addition sont la seule donnee supplementaire 
dont on a besoin pour avoir en fait un anneau. □ 

Remarque 3. Le nouveau cadre des monades algebriques permet de considerer des geo- 
metries relatives a des semi-anneaux tels que N ou M>o qui ne puissent pas etre traitees 
avec les techniques usuelles de la geometric algebrique. Cela a un special interet etant 
donnee que la geometric tropicale, tres en vogue depuis la fin des annees 90, repose sur le 
semi-anneau T = (M, ©, ®), oil x (By ■= min {x,y} ei x®y := x + y (voir [RST] pour une 
introduction). Puisque on n'as pas encore trouve une definition fonctorielle des varietes 
tropicales, il serait interessant d'etudier les proprietes de la geometric relative a T au sens 
de Durov et voir si cela correspond en quelque sens a ce que Ton attend. 

3.5 Les monades commutatives 

Malgre le succes du langage des monades algebriques pour encoder la geometric sur 
de nouvelles structures, ce cadre est encore trop vaste pour avoir des equivalents des 
theoremes classiques. De la meme maniere que Ton a introduit les monades algebriques en 
generalisant une propriete agreable des monades Tjr associees a un anneau, on va s'inspirer 
d'un autre trait des operations definissant S/j pour un anneau R commutatif afin de 
trouver une sous-categorie pleine des monades algebriques sur laquelle on travaillera dans 
la suite. En effet, dans un anneau classique R = {R, +, x), on a toujours le groupe abelien 
{R, +) et on pent voir la distributivite comme une sorte de relation de commutation entre 
la somme et le produit. De plus, lorsque R est commutatif, le monoide sous-jacent {R, x) 
est aussi commutatif. Alors, dans un certain sens, un anneau usuel est commutatif si 
toutes les operations commutent entre elles. Cela justifie la definition suivante : 
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Definition 10. Soit S une monade algebrique. On dit que les operations t G S(n) et 
s G S(m) commutent si pour tout S— module X et pour toute famille d'elements {xij} 
indexes par 1 < z < et par 1 < j < m on a 



Une monade algebrique est commutative si tout couple d'operations dans commute. 

Cette definition, tout a fait effective, a un gout clairement matriciel. En effet, si Ton 
note par M la matrice nxm formee des elements {xij}, on pent faire agir les operations 
t et s sur M de deux fagons : premierement, on evalue s dans chaque ligne et on obtient 
n valeurs auxquels on applique t ; deuxiemement, on evalue t dans chaque colonne et 
puis on applique s aux m elements obtenus. Alors t et s sont commutatives si les deux 
procedes donnent le meme resultat. Dans les exemples suivants on montre ce que cette 
egalite entraine pour les operations d'arite basse. 

Exemple 5 (Commutativite des constantes). Soient c, G S(0) deux constantes dans 
E. La condition ci-dessus se lit c = d, done une monade commutative admet au plus une 
constante. Cela permet de se referer sans ambiguite a la constante d'une monade com- 
mutative. Soit maintenant t une operation n-aire. Si t et c commutent, alors t{c, . . . , c) = c. 
Par consequent, dans une monade algebrique reste invariant par toutes les operations. 

Exemple 6 (Commutativite des operations unaires). Soient u,v G |S| deux operations 
unaires. Si elles commutent, on a uv = vu. On conclut que le monoide sous-jacent a une 
monade commutative est aussi commutatif. Soit maintenant t une operation n-aire. La 
commutativite de m et t se traduit en t{uxi, . . . ,uxn) = ut{xi, . . . ,Xn), qui devient la 
distributivite de la somme lorsque t = [+]. 

Exemple 7 (Commutativite des operations binaires). Soient t,s E S(2) deux operations 
binaires. On dit que t et s commutent si pour tout x, y, z, t d'un S— module X quelconque 
on a t(s(x, y), s{z, t)) = s(t{x, z),t{y, t)). Lorsque t = s = [+] cela signifie simplement que 

{x + y) + {z + t) = {x + z) + {y + t). 

II existe un rapport etroit entre I'additivite et la commutativite d'une monade alge- 
brique. D'abord, c'est tres facile a montrer qu'une monade commutative admet au plus une 
pseudoaddition (voir la fin de la paragraphe 4.6). Par consequent, toute monade commu- 
tative hyperadditive est automatiquement additive. De plus, d'apres la proposition 4, une 
monade additive est isomorphe a On en deduit qu'une monade algebrique additive 
S est commutative si et seulement si le semi-anneau |S| est commutatif. En vue de toutes 
ces considerations, les monades algebriques commutatives ressemblent suffisamment aux 
anneaux commutatifs pour introduire : 

Definition 11. On appelle anneau generalise une monade algebrique commutative sur 
les ensembles. On note par 0en la sous-categorie pleine des monades algebriques forme 
par les anneaux generalises. 



t{s{Xii, . . .,Xim 



, . . . , Si^Xnl 5 . . . 
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Une fois que Ton est arrives a la definition d'anneau generalise, on pent essayer de 
trouver la generalisation d'un corps. Evidemment, il ne suffit pas de demander que tons 
les elements non nuls du monoi'de commutatif sous-jacent soient inversibles. Entre les 
proprietes usuels des corps classiques, on choisit la non-existence d'ideaux propres comme 
definition. On dit qu'un anneau generalise est sous-trivial s'il est isomorphe a une sous- 
monade de la monade finale 1 decrite dans I'exemple 1. Ainsi, 

Definition 12. Un anneau generalise non sous-trivial K est un corps generalise si tout 
quotient strict de K diff'erent de lui meme est sous-trivial. 

Cette definition generalise la notion de corps au sens que tout corps classique est un 
corps generalise. Comme on va montrer dans la section suivante, le corps a un element et 
le corps residuel de Zoo sont des corps generalises. 

4 Exemples 

Dans cette section, on montre a travers d'exemples d'anneaux generalises la puissance 
du nouveau cadre algebrique, justifiant ainsi toute la macliinerie qui a ete developpee afin 
de construire la categoric des monades algebriques commutatives. On identifie toujours un 
anneau classique R avec sa monade associee Y^n- Comme on avait promis dans la remarque 
1, on commence par decrire la sous-monade de Z formee des combinaisons lineaires for- 
melles a coefficients non negatifs. Ensuite, on construit I'anneau local a I'infini Zoo et on 
decrit les Zoo— modules. Ces deux objets etant definis, on est prets pour identifier le corps 
a un element Fi avec leur intersection. On etudie de meme les extensions cyclotomiques 
de Fi et I'on montre que Z admet une presentation finie sur Fi. Dans la partie finale, on 
definit, pour tout entier > 1, deux anneaux generalises et qui sont a la base de 
la construction de la compactification de Spec Z. 

4.1 N 

Soit N I'endofoncteur des ensembles dont I'image de chaque X est donnee par les 
combinaisons lineaires a support fini d'elements de X a coefficients non-negatifs : 

N(X) = {Ai{xi} + . . . + A„{x,J : A, G Z, A^ > 0, G X, n > 0}. 

Puisque e(x) = {a;} G N et le produit de deux entiers non-negatifs est encore non-negatif, 
N est compatible avec la multiplication et I'unite de Z, done il s'agit d'une sous-monade 
dont I'ensemble sous-jacent est le monoide des entiers non-negatifs. 

Considerons un N— module : c'est la donnee d'un ensemble X et d'un morphisme 
a : N(X) — > X tel que a o nx = a o N(a) et que a o ex = idx- Alors, I'operation 
X ■ y = a{{x} + {y}) munit X d'une structure de monoide commutatif et Ton montre 
comme dans (|3.1I) que la categoric des N— modules est en fait equivalente a celle des 
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monoides commutatifs. La restriction de scalaires par rapport a I'inclusion N — ^ Z est 
done le foneteur d'oubli des groupes abeliens vers les monoides commutatifs, qui admet 
comme adjoint le foneteur libre D i — > G[D]. 



Soit maintenant Sqo la sous-monade de M definie par les combinaisons octahedrales, 
c'est-a-dire, par les combinaisons lineaires formelles a support fini SjAjjxj}, ou les Aj G M 
satisfont ^JAjl < 1. En effet, c'est une sous-monade de M car {x} G Sqo pour tout 
element de la base et Ton a I'inegalite 

i,j i j i 

ce qui revient a dire que les combinaisons formelles des elements dans appartiennent de 
nouveau a Zoo- Le monoide sous-jacent est |Zoo| = [—1, 1] avec la multiplication induite 
par celle de M. En remplacent les nombres reels par les complexes, on obtient la sous- 
monade Zoo C C. 

Quels sont les Zoo— modules? Par definition, un Zoo— module est un ensemble X muni 
d'une application a : Soo(-^) — ^ X telle que a{{x}) = x pour tout x G X et que 

i i i,j 

Remarquons que lorsque X est un ensemble a n points dans le plan affine, Soo(^) s'iden- 
tifie a I'enveloppe convexe des points. Cela nous amene a etudier les reseaux et les corps 
convexes dans un espace vectoriel. Afin de donner une description plus parlant de Zoo- 
module, on construit d'abord la categoric de Zoo— reseaux, qi^ie Ton plonge ensuite dans 
la categoric de Zoo-modules sans torsion. 

Commengons par rappeler le cas p-adique. Fixons done un nombre premier p et soit 
E un Qp-espace vectoriel de dimension finie. Alors, il existe une bijection entre I'ensemble 
de Zp-reseaux modulo Paction multiplicative de Q* et les sous-monoides maximaux com- 
pactes (pour la topologie p-adique) de End(-E), la correspondance etant donne par 

A^MA = {9e End(E) : g{A) C A} 

Si E est un espace vectoriel reel de dimension finie, on pent associer a toute forme qua- 
dratique definie positive Q le sous-monoide compact maximal 

MQ = {ge End(E) : Q{g{x)) < Qix) Vx G E}. 

Cependant, il existe des sous-monoi'des compacts maximaux n'ayant pas cette structure. 
Puisque Q definit la norme | |x| | = >/Q{x), on pent remplacer les espaces vectoriels quadra- 
tiques par le cadre plus general des espaces vectoriels normes. En fait, on obtient ainsi une 
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equivalence entre les normes sur E et les corps compacts symetriques convexes inclus dans 
E modulo Paction multiplicative de R*. En effet, si Ton se donne une norme| | ■ 1 1 sur E, I'en- 
semble A\\.\\ = {x G E : \ \x\ \ < 1} est un corps compact symetrique convexe et, reciproque- 
ment, tout corps A verifiant ces proprietes definit la norme = inf{A > : X~^x G A}. 
D'apres |Du[ 2.3.3], les corps compacts symetriques convexes sont en bijection avec le 
sous-monoides maximaux compacts (pour la topologie euclidienne usuelle) de End(-E'). 
Par analogic avec le cas p-adique, on dit que : 

Definition 13. Un Zoo-reseau est la donnee d'un couple A = {Az^, ^m) forme d'un espace 
vectoriel A^ de dimension finie et d'un corps compact symetrique convexe A^^ C Ajr. Un 
morphisme de Zoo-reseaux est un couple / = (/zoo,/r) forme d'une application lineaire 
/k : Ar — > BjR et d'une application fz^ : Az^ — > Bz^ telle que fz^ = fR\A^^ ■ 

Ensuite, on pent elargir la categoric en oubliant le fait que I'espace vectoriel soit 
de dimension finie et que le corps symetrique convexe soit compact, meme ferme. On 
appelle Zoo-modules plats (ou sans torsion) les nouveaux couples. Maintenant on utilise la 
construction generalisant la proposition 1 pour obtenir une notion de Zoo-module. Puisque 
le foncteur d'oubli de la categoric des Zoo-modules sans torsion vers les ensembles 

Tz^ : Zoo - aJloOpl ^ £ns, A^ Az^ = Homz^ (Zoo, A) 

admet comme adjoint a gauche le foncteur libre 

Lz^ : (Ens ^ - Modp [, X^Z^{X), 

on obtient une monade Soo sur les ensembles. A difference de ce qui se passait avec les 
monades associees a des anneaux, dans ce cas la categoric Zoo— 2noc)p[ n'est pas equivalente 
a €ns^°°, mais une sous-categorie pleine. On definit alors : 

Definition 14. Un Zoo-module est un objet de la categoric (£ns^°°. 

On rappel que dans la theorie standard des anneaux commutatifs, la localisation de 
Z dans le nombre premier p, que Ton note Z(p), est I'ensemble des fractions ^ tels que 
p ne divise pas n. Cela correspond a considerer les elements de Zp qui appartient a Q, 
c'est-a-dire, I'intersection Z(p) = Zp fl Q. Par analogic, on definit 

Z(oo) = Zoo n Q. 

Alors, Z(oo)(^) est I'ensemble des combinaisons lineaires octahedrales a coefficients ra- 

tionnels. Dans la construction de Spec Z, on aura besoin d'exiger que les denominateurs 
des coefficients soient seulement des puissances d'un entier A^. Cela revient a considerer 
I'intersection Aj^ := Z[-^] fl Z(oo). 
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4.3 Anneaux de valuation 



L'exemple precedent suggere la necessite d'etudier les anneaux de valuation dans toute 
leur generalite. Soit K un corps et soit une valuation sur K archimedienne ou non. On 
pose := {x E K : \x\i, < 1} et on definit I'anneau de valuation de comme etant la 
plus grande sous-monade algebrique de K telle que Ny soit un O^,— module. Alors, 0„ 
est un anneau classique si et seulement si |-|^ est une valuation archimedienne. En effet, 

n 

0^{n) = {(Ai,...,AO e : |^AiX,|„ < 1 si \xi\y < 1 Vi = 1, . . . , n} 

i=l 

Lorsque \-\y est archimedienne, la condition ci-dessus equivaut a |Aj|„ < 1 pour tout 
i = 1, . . . ,n, de sorte que Oy{n) = N^. Si par contre n'est pas archimedienne, Oy{n) 
devient I'ensemble des n-uplets telles que |Ai|„ + . . . + |A„|^ < 1. En prenant la valeur 
absolue archimedienne dans Q, M et C on obtient Z(oo),Zoo et Zoo respectivement comme 
anneaux de valuation. On montre comme dans l'exemple 4.7 que Ton recupere les anneaux 
initiaux en localisant les anneaux de valuations dans le systeme multiplicatif engendre par 
un element < |/| < 1 quelconque. 

Si est une valuation archimedienne, on sait que Oy est un anneau local d'ideal 
maximal uiy = {x E K : \x\y < 1} et Ton appelle corps residuel le quotient de Oy 
par Etudions le cas non-archimedien sur M. Cela revient a quotienter Zqo par les 
points interieurs de [—1, 1], qui sont ceux a valeur absolue strictement plus petit que 1. II 
s'agit d'un ideal de I'anneau generalise Zoo au sens que Ton va introduire dans la section 
suivante. Comme ensemble sous-jacent Fqo := Zoo/trioo est reduit a {—1,0, 1}, qui admet 
la structure de Zoo-module suivante : 

r 1 Ai-A_i = i 

a(A_i-l + Ao{0} + Ai{l}) = <^ -1 Ai-A_i = -1 

[ |Ai - A_i| < 1 

Soit maintenant x = Ai{l} + . . . + A„{n} un element de Zoo(n). Si X]r=il'^*l ^ ^5 alors 
[x] = [0] dans Foo(n). Considerons x et y tels que X^ILil-^^l ~ Dans ce cas, [x] = [y] 
si et seulement si les suites des signes des coefficients Aj coincident. Cette monade n'est 
pas additive, car tons les elements differents de ±{i}, i = 1, . . . ,n sont dans le noyau de 
I'application de comparaison 7r„ : Foo(n) — > |Foo|". Notamment, Foo est engendre par une 
constante 0'°^, une operation unaire [—1]'^^ et une operation binaire defini dans chaque 
Foo-module par [x] * [y] = [(1 — A)x + \y], < A < 1 etant un nombre reel quelconque. 
L'operation * verifie les proprietes suivantes : 

0*0 = 0, x*0 = 0, X* X = X, X * (— x) = 0, 
(— x) * (— = —{x * y), {x * y) * z = X * {y * z) 

Montrons, par exemple, la commutativite : 

x*y -y*x = {1- X)x + Xy -{1- X)y- Xx = {1- 2X)x + (2A - l)y. 
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Puisque |1 — 2A| + |2A — 1| < 1, I'element x *y — y * x est nul dans le quotient. Cela nous 
permet d'ecrire la presentation suivante, ou I'on utilise une extension de Fi que I'on va 
definir dans le paragraphe suivant : 

Foo = Fi2 |e * e = 0, e * e = e, x * y = y * x, {x * y) * z = x * {y * z)] (4.1) 

Remarquons que les relations decoulant de la commutativite ont ete omises. 

4.4 Fi : le corps a un element 

On pent finalement definir le corps a un element comme la monade 

Fi := NnZoo. 

Quand on regarde I'image d'un ensemble X par Fi, la condition de positivite implique 
que les seules combinaison lineaires permises sont {x} pour quelque x G X, ou celle ou 
tons les coefficients sont nuls. Autrement dit : Fi(X) = X L\0. 

Un Fi— module est done un couple (X, a) ou a : X U — > X coincide avec I'identite 
sur X et a(0) = Ox G X. Par consequent, on identifie les Fi— modules aux ensembles ayant 
un point distingue. Pour obtenir une presentation de Fi, il suffit d'ajouter a la monade 
initiale la constante G Fi(0), de sorte que Fi = F0(Ol°]) est la monade libre engendree par 
une constante. Cela entraine que se donner une monade algebrique ayant une constante 
G S(0) soit equivalent a se donner un morphisme de monades p : Fi — > S. De la 
presentation ci-dessus, on deduit que Fi est un corps generalise, car le seul quotient strict, 
F0, est sous-trivial. 

Puisque le monoide sous-jacent a Fi est {0, 1}, le seule ideal propre est {0}, autrement 
dit. Spec Fi est reduit a un point. C'est pour cela que Ton se refere an spectre du corps 
a un element comme le point absolu. On obtient un resultat analogue pour Fg, ainsi 
que pour les extensions cyclotomiques de I'exemple suivant. Cependant, il y a encore 
des geometries au-dessus de Fi. En effet, dans |TV| les auteurs montrent qu'il y a un 
foncteur d'extension de base des schemas relatifs a la categoric monoi'dale ((5£ns, x,*) 
des ensembles simpliciaux* munis du produit direct vers les schemas sur Fi. Le spectre de 
F0 etant I'objet initial de la categoric des schemas affines generalises, il serait interessant 
d'elucider le role de cette geometric dans I'approche de Durov. 

4.5 Extensions cyclotomiques 

De meme, I'extension F12 de Fi est definie comme la monade 

Fi2 := znZ(oo) = znZoo. 

Ainsi, Fi2(X) est forme des combinaisons formelles a an plus un coefficient entier de valeur 
absolue 1, ce qui donne 0, les elements de la base {x} et leurs opposes —{a;}, de sorte 
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que Fi2(X) = X U -X U 0. On a Fi = N n F12. Evidemment, F12 est de type fini sur Fi, 
engendre par une operation unaire : 

= F0(OM, H™ I - i-x) = ^)= Fi(H'" I - (-^) = ^) 

Aux donnees qui definissent un Fi— module, il faut ajouter Taction de a sur —X afin 
d'avoir un module sur F12. Puisque on pent la voir comme une involution laissant inva- 
riant Ox, Fi2— Mod est la categorie des ensembles avec un point distingue munis d'une 
involution qui preserve ce point. Cette extension est d'une speciale importance depuis les 
travaux d'Alain Connes et Caterina Consani, qui ont montre dans |CC| que les groupes 
de Chevalley n'ont pas une structure de variete sur Fi mais sur F12, en repondant de cette 
fagon inattendue a la question posee par Soule dans |So2| . 

Est-ce qu'il y a d'extensions de Fi de degre plus grand que deux? Meme si cela 
pourrait paraitre paradoxale, la reponse a cette question a ete trouvee plus d'une dizaine 
d'ans avant d'avoir une definition precise de Fi. En effet, dans le manuscrit non publie 
|KS| Kapranov et Smirnov ont propose de penser a Fin comme le monoi'de forme de zero et 
les racines n-iemes de I'unite En suivant des idees de Weil et d'lwasawa selon lesquelles 
ajouter des racines de I'unite est equivalent a faire une extension du corps de base, ils 
suggerent qu'un schema X est defini sur Fin lorsque I'anneau des fonctions regulieres sur 
X contient les racines n-iemes de I'unite. On pent de meme penser a la cloture algebrique 
de Fi ou a la droite affine Aj.^ comme le monoide contenant zero et toutes les racines 
de I'unite. Ces idees, ainsi que le travail |Hab| de Habiro, ont inspire les definitions de 
coordonnees cyclotomiques et de fonctions analytiques sur Fi |Ma3| . 

Dans le langage des monades, Fin = ¥i{Cn\CnX = x). Remarquons que Fi etant un 
quotient strict de Fin, il ne s'agit pas d'un corps generalise si n > 2. Un Fin— module 
est un ensemble muni d'une action libre de Z/nZ. La correspondance ipm,n '■ Cn ' — ^ 
induit un plongement de Fin dans Fin,n pour des entiers n, m > 1 quelconques. Si Ton 
prend la limite inductive par rapport a iprn,n, on obtient I'anneau generalise 

Fi^ := limFin = Fi(Ci, C2, • • • |Ci = e, Cn. = CJ 

Ce nouveau objet amusant acquiert dans |CCM| une interpretation en termes du systeme 
de Bost-Connes (cf. [BC]). 

4.6 Z admet une presentation finie sur Fi 

On montre d'abord que Z est de type fini sur F0. En effet, il suffit de prendre comme 
operations G ^^(O), [— ] G Sz(l) et [+] G Sz(2), soumis a I'ensemble R de relations 
exprimant que (Z, +) est un groupe abelien : 

X + (— = 0, x + = x = + x, {x + y) + z = X + {y + z), x + y = y + x. 

On a ainsi 

Z = F0([O]M, [-]W, I R) = Fi([-]W, I R) = Fi2([+]P1 | R). (4.2) 
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Si Ton sous-entend que Z est une monade algebrique commutative, on n'a besoin que de 
deux premieres relations, de sorte que 

Z = Fi([-]W, |o + e = e = e + 0, (-e) + e = 0) 

Cette presentation pent etre interprets comme donnant une reponse positive a la question 
si Z est un anneau de polynomes qui se pose en vue de I'analogie entre les corps de nombres 
et les corps de fonctions discute au debut. En effet, on pent voir Z comme un quotient 
d'un anneau de polynomes sur Fi, dont les deux variables sont des operations, par Y ideal 
engendre par les relations ci-dessus. En particulier, Z est de type fini sur Fi. C'est alors 
immediat de montrer que : 

Proposition 5. Un anneau R est ahsolument de type fini si et seulement s'il est de type 
fini sur Z au sens dassique, c'est-d-dire, s'il existe des elements xi, ■ ■ ■ , Xn & R tels que 

R = Z[xi, . . .,Xn]. 

De meme, on obtient la presentation 

N = Fi([+][2l I + e = e = e + 0). (4.3) 

Le fait que Z soit de type fini sur Fi entrainera evidement que Spec Z est de type fini 
sur Spec Fi, apres avoir donne un sens rigoureux au point absolu Spec Fi. Cela contredit 
les prevision de Manin dans |Ma4| . ou la question sur quelle est la dimension de Spec Z 
est abordee. Du point de vue plus orthodoxe, la dimension de Krull de Spec Z est un et les 
nombres premiers sont des points zero-dimensionnels dans Spec Z, que I'on pent conside- 
rer geometriquement comme les images du morphismes Spec ¥p — > Spec Z. Cependant, 
quelques analogies surprenantes entre les nombres premiers et les noeuds |Mo| . ainsi que 
I'existence d'une dualite de Poincare en dimension 3 pour la topologie etale de Spec Z, 
suggerent qu'une autre possible reponse est dim Spec Z = 3. Finalement, Manin a conjec- 
ture que la dimension de Spec Z est infini lorsque Ton regarde le spectre des entiers sur 
le point absolu. Dans I'approche de Durov, Spec Fi admet une presentation de type fini, 
mais ce n'est pas clair comment on pent definir une notion de dimension. Remarquons, 
en tout cas, que Z est engendre par trois operations. 

On montre I'utilite de decrire une monade par une presentation par des operations et 
par des relations en calculant le produit tensoriel Z (8)^^ Z dans la categoric des anneaux 
generalises. Prenons d'abord la premiere presentation dans 14.21 La monade commutative 
Z Z est done engendre par deux constantes c, d deux operations unaires u, v et deux 
operations binaires s et t soumis aux memes relations. D'apres I'exemple [5l la commu- 
tativite implique c = d. On pent done considerer Z ®]p^ Z. En remplacent y et z par 
la constante dans I'equation de I'exemple [7| et en utilisant les relations, on en deduit 
s{x,t) = t{x,t) pour tout x,t dans un module X, done s = t. Un raisonnement pareil 
montre que m et f doivent aussi coi'ncider, de sorte que Z Z = Z. II s'agit d'un resul- 
tat en quelque mode decevant car I'on s'attendait de trouver une categoric ou le produit 
tensoriel de Z par soi meme n'etait pas trivial. 
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4.7 Les anneaux generalises An et Bjsf. 

Dans cette epigraphe on etudie deux anneaux qui vont etre essentiels dans la construc- 
tion de la compactification de Spec Z. Soit N > 1 entier, definissons f = j^- D'abord, on 
pose -Bat = Z[/], qui est done un anneau au sens classique ayant 

Spec 5^ = (|Jp5jv)U(0) 

On definit ensuite An comme I'intersection An := Bn f] 1j(oo) = H Zoo- Tout element 
de i?7v(n) pent etre ecrit comme un n-uplet (;^, . . . , j^), ou G Z et > est le plus 
grand exposant qui apparait dans les denominateurs. Alors, I'intersection avec Zoo impose 
la contrainte XliLiI^*! — ^'^^^ deduit : 

n 

A^(n) = {(Ai, . . . , A„) G Q" : G fiiv, 5^|A.| < 1} = 

i=l 

n 

= {{^,^---^^)--k>^.u.eZ,Y,\u,\<N'} (4.4) 

i=l 

Notamment le monoi'de sous-jacent a An est I'ensemble I^ItvI des elements de Bn a valeur 
absolue plus petite ou egale a 1. On a un plongement canonique An — > -Bat, induisant 
done un morphisme injectif des localisations (voir la section suivante pour une definition 
precise) A7v[/~^] — ^ BnIJ^^] = Bn- Soit A = (Ai, . . . , A„) G BNija). II existe un entier 
/c > tel que |Ai| + . . . + |A„| < A^^'. Alors = N~^\ appartient a AN{n), ce qui revient 
a dire que A G y4Ar[/~^](n). Par consequent, Bn est une sous-monade de AnI/'^], d'ou 
I'egalite Bn = AN[r']. 

Proposition 6. L'anneau generalise An satisfait les proprietes suivantes : 

1. C'est un anneau local generalise d'ideal maximal poo = {A G Bn '■ |A| < 1}. 

2. A r exception de poo; l^s ideaux premiers nan nuls de An sont en bijection avec les 
nombres premiers p ne divisant pas N. 

Demonstration. Pour la premiere partie de la proposition, il suffit de considerer le plon- 
gement j : An — ^ Z(oo)- Comme on a vu dans I'exemple 4.2, Z(oo) est un anneau local 
generalise d'ideal maximal m(oo) = {A G Q : |A| < 1}. L'image reciproque de m(oo) par j est 
I'ideal maximal poo := J~^(iTi(oo)) = {A G \Bn\ ■ |A| < 1}. Comme I^tvI — Poo = 1} est 
I'ensemble des elements inversibles de \An\, on conclut que An est local. Pour la deuxieme 
partie, soit p premier ne divisant pas N. Alors pBn est un ideal premier de Bn- Si Ton 
pose pp := i~^{pBN), i etant le plongement canonique de An dans Bn, on obtient un ideal 
premier de An- Puisque Bn est la localisation de An dans le systeme multiplicatif engen- 
dre par les ideaux premiers de ne contenant pas sont en bijection avec Spec Bn- 
La preuve se reduit done a montrer que le seul ideal premier de An contenant jv est I'ideal 
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maximal, ce qui revient a dire que si p est un tel ideal, alors poo C p. Soit A G poo- Comme 
|A| < 1 il existe k suffisamment grand tel que \\\^ < j^. Alors /i = G I^atI, done 
A'' G p. Mais p etant premier, cela implique A G p, done poo C p. □ 

La consequence la plus importante de la proposition ci-dessus est la description du 
spectre de I'anneau generalise An, o\i I'on voit apparaitre pour la premiere fois une rea- 
lisation concrete du premier infini : 

Spec AN = {{^)}U{Pp:p\N}U {Poo} 

Dorenavant, on note ^ := (0), p := pp et oo := poo par analogic avec une courbe projective. 
Alors Spec Aj^ contient un point generique ^ et un seul point ferme oo, dont le complement 
est homeomorphe a Spec Bn = Spec Par consequent, p = {p, 00} . 

Corollaire 2. Soit U C Spec A^ une partie non-vide. Alors U est ouverte si et seulement 
si Spec An — U contient 00 et un nombre fini d'ideaux p. 

On finit I'etude de I'anneau generalise A^ en enongant un theoreme, dont la demons- 
tration se trouve dans |Du[ 7.1.26], qui sera important dans la discussion sur la dimension 
de la compactification de Spec Z. 

Theoreme 1. L'anneau generalise A^ admet une presentation finie sur Fi, engendree 
par les operations 

s,({i},...,M) = -{i} + ... + iM, 
p p 

oil p est un diviseur premier de N, et les relations 

.,({1},...,{1}) = {1} 

s,i{i}, {p}) = s„(Mi)}, . . . , Hp)}), aeSp 

sp{{l}, . . . , {p - 1}, -{p - 1}) = . . . , {p - 2}, 0, 0) 



5 Vers la compactification de Spec Z 

5.1 Schemas generalises 

On a deja remarque dans I'introduction que I'etape delicate de la nouvelle theorie 
consistait en definir une categoric juste pour remplacer les anneaux commutatifs usuels. 
Apres cela, la construction d'un schema affine generalise est totalement analogue a celle 
provenant de la geometric algebrique classique. Le travail le plus dur a ete, done, deja fait. 
Dans cette section, on definit d'abord ce que Ton entend par localisation et par ideaux 
premiers, puis on construit le spectre d'un anneau generalise comme espace topologique 
et on le munit d'un faisceau d'anneaux generalises, ce qui nous permet d'arriver a la 
definition de espace annele generalise. 
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Tab. 1 - Exemples d'anneaux generalises 



Monade Hypoadditive Hyperadditive Corps Presentation 



z 


oui 


oui 


non 


(I4.2D 


N 


oiii 


oui 


non 


(j4.3D 


Zoo 


oui 


non 


non 


? 


Z(oo) 


oui 


non 


non 


Fi2({s„}„>i) 


Zoo 


oui 


non 


non 


? 


F0 


non 


non 


non 


monade initiale 


Fi 


oui 


non 


oui 


F^OM] 


Fin 


oui 


non 


non 


Fi(Ci''lC> = x) 


Floo 


oui 


non 


non 


non finie 


Foo 


non 


non 


oui 




An 


oui 


non 


non 


theor. [T] 


Bn 


oui 


oui 


non 


Bn = Z[iV-i] 



Soit A un anneau generalise et soit S C \A\ un sous-monoi'de. On appelle localisation 
de A I'objet initial y4[S'~^] dans la categorie des couples {B,p), ou B est un anneau 
generalise et p : A — > B est un morphisme tel que tous les elements de pi{S) C \B\ 
sont inversibles. Lorsque S est le systeme multiplicatif engendre par un element / G \A\, 
on ecrit ^[/~^] ou Af. Une description plus explicite est la donnee par la presentation 
suivante, dans laquelle on considere les operations unaires pour tout s G S* : 

A[S~'] = A{{s-'Us\ss-' = e = s-h). 

Comme dans le cas classique, y4[S'~^](n) contient les classes d'equivalence des couples 
(a, s) G A{n) X S modulo la relation (x, s) ~ {y, t) <(=^ 3m G 5 tel que utx = usy. 

Soit A un anneau generalise. On appelle ideal de A tout A-sous-module du monoi'de 
sous-jacent \A\. En imitant la theorie usuelle, les ideaux premiers sont les ideaux p tels 
que Sp := \A\ — p est un systeme multiplicatif, et les ideaux maximaux sont les elements 
maximaux pour I'ordre partiel defini par I'inclusion dans I'ensemble d'ideaux propres de 
A. Comme dans I'algebre commutative, tout ideal maximal est premier et tout anneau 
generalise admet au moins un ideal maximal. Quand il n'y en a plus, I'anneau est dit 
local. Cela equivaut a dire que tous les elements du complement de I'ideal dans 1^41 sont 
inversibles. On est alors en etat de construire le spectre premier d'un anneau generalise : 

Definition 15. Soit A un anneau generalise. On appelle spectre premier de A, et on le 
note Spec A, I'ensemble d'ideaux premiers de A muni de la topologie, dite de Zariski, dont 
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les fermes sont les ensembles 

V{M) := {p G Spec A: M Cp}, 

M etant un sous-ensemble quelconque de \A\. Une base de cette topologie est formee des 
ouverts principaux D{f) :={p:/^p}, ou/G \A\. 

Chaque A— module M definit un faisceau d'anneaux generalises M sur Spec A dont 
les sections sont T{D{f), M) = Mf pour chaque ouvert principal D{f) correspondant a 
un element / du monoide 1^41 . Lorsque M = A on obtient le faisceau structural OspecA- 
Tons les M sont alors des CspecA-modules. 

Definition 16. Un espace annele generalise est la donnee d'un couple (X, Ox) forme d'un 
espace topologique et d'un faisceau d'anneaux generalises sur X. Un morphisme d'espaces 
anneles generalises est un couple (/, /") : {X, Ox) — > {Y, Oy) forme d'une application 
continue / : X — > Y et d'un morphisme de faisceaux : Oy — »■ f*Ox, oil f*Ox est 
I'image directe du faisceau Ox par /. On dit que (X, Ox) est localement annele si pour 
tout P E X I'anneau des germes Ox,p est local. 

On obtient de meme une notion d'isomorphisme d'espaces anneles generalises. Les sche- 
mas affines generalises sont alors les espaces anneles les plus simples et Ton va construire 
les schemas generalises en les recoUant : 

Definition 17. Un schema affine generalise X est un espace localement annele gene- 
ralise qui est isomorphe a (Spec A, OspccA) pour un certain anneau generalise A. Un 
schema generalise est alors un espace annele generalise {X,Ox) qui admet un recouvre- 
ment ouvert par des schemas affines generalises. Lorsque r(X, Ox) admet une constante, 
ce qui revient a dire que T{X, Ox{0)) est non-vide, on dit que X est un schema sur Fi. 

Un morphisme entre deux schemas generalises X etY est un morphisme / des espaces 
anneles generalises (X, Ox) et {Y, Oy) tel que pour tout ouvert affine Spec B = V C Y 
et Spec A = U C X verifiant f{V) C U, la restriction f\V : V — > U soit induite par un 
morphisme d'anneaux generalises ip : A — ^ B. On obtient ainsi la categoric des schemas 
generalises. Comme dans la geometric algebrique usuelle du point de vue fonctoriel, un 
schema generalise pent etre defini d'une maniere plus intrinseque comme un foncteur 
contravariant 5 : C5en — > (£ns de la categoric des anneaux generalises vers la categoric 
des ensembles qui est localement isomorphe au spectre d'un anneau pour la topologie de 
Zariski. On se refere a I'annexe A pour la construction fonctorielle complete, inspire de 
TV| . d'un schema generalise sur Fi. 

5.2 Compactification a la main 

Dans les exemples precedents, on a obtenu des descriptions completes des spectres 
Spec Z = {^, . . .}, Spec Ax = {^,p,..., oo}j^n, Spec Bx = p, ■ ■ .}p^N- 
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(N) 

On definit Spec Z comme le schema affine generalise obtenu en recollant Spec Z et 
Spec An le long de leurs sous-ensembles ouverts principaux homeomorphes a Spec : 

-W J J 

Spec Z := Spec Z Jl Spec An 

Spec Sjv 

(iV) 

Ainsi, Spec Z = Spec Z U {00} contient deja un point additionnel 00 correspondant a 
la valuation archimedienne de Q. Le point ^ est de nouveau generique et les points fermes 
sont 00 et les premiers p divisant N. Par consequent : 

Lemme 2. Une partie non-vide U C Spec Z est ouverte si et seulement si elle contient 
^, son complement est fini et soit 00 ^ U soit Spec Bn C U. 

Demonstration. C'est clair que le point generique est inclus dans toutes les parties ou- 
vertes non vides et que le complement de U doit etre fini, puisque Spec Z est ouvert dans 

- — " — - (^) 

Spec Z . Soit alors U ouvert contenant ^ a complement fini {pi, Supposons 

qu'un des Pi ne divise pas N. Alors, {pi} = {pi, 00}, done 00 ^ U. Reciproquement, si 

W 

U est une partie de Spec Z verifiant les trois conditions de I'enonce, son complement 
est un ensemble fini 5" = {pi, . . . ,pn} tel que Pi ^ i pour tout 1 < i < n et que, soit 00 
est un des Pi et alors S est ferme, soit tous les premiers pi sont parmi les diviseurs de A^, 
done S est une reunion de points fermes. □ 

D'apres le lemme, la topologie de Spec Z depend fortement du choix de A^. Puisque 
^ ei p appartiennent au sous-schema ouvert Spec Z, lorsque Ton calcule les anneaux des 
germes Op, on obtient le resultat attendu = Q et Cp = Z(p). Cependant, Spec Ajq etant 
le voisinage ouvert a I'infini, I'anneau des germes n'est pas Z(oo) comme Ton voudrait, mais 
Ooo = An^p = Ajsf. Ces deux observations motivent I'idee de faire disparaitre A^ en prenant 
une certaine limite projective*. Ensuite, on decrit le systeme filtre que Ton va considerer. 

Soient N,M > 1 des entiers. On construit un morphisme 

/ := f^^ : S^^Z^^^^^ > S^^Z^^'^ 

{N) 

en choisissant d'abord des sous-schemas ouverts Ui ~ Spec Z, U2 ~ Spec An de Spec Z 

— ■ — (NM) 

et U[ ~ Spec Z, U2 ~ Spec Anm de Spec Z respectivement. Ainsi, 

— — — (N) — — — (NM) 

Spec Z =UiU U2, Spec Z =U[U U^, 

I'intersection etant W = Ui H U2 = U[ (1 U2 = Spec Bn- On pose alors Vi = U[ et 
V2 = U2UW. On a de nouveau V^ifl V2 = W. Se donner le morphisme f est done equivalent 
a se donner des morphismes fi : Vi — > Ui, i = 1,2, qui coincident sur = V^i fl V2 et 
tels que f-\UinU2) = VinV2. 
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Puisque Ui = Vi = Spec Z, on peut choisir /i comme etant I'identite sur Spec Z. 
Alors, fi\w = idw- Pour /2 on peut faire a pen pres la meme chose, quitte a utiliser la 
correspondance bijective entre les morphismes / : V2 — > U2 dans la categoric des schemas 
generalises et les morphismes : V{U2,0) — > r(V2,(9) dans la categoric des anneaux 
generalises. En effet, U2 etant Spec A^^ le premier terme est juste T{U2, O) = A^. En ce 
qui concerne le deuxieme : 

TiV2, o) = r([/^, o) xriu!,nw, Ospecz) r(w^, O). 

Puisque U2 = Spec Aj^m etW = Spec Bp^, il suffit de calculer les sections de I'intersection. 
On deduit de I'egalite 

Spec Ai^iM n Spec Z fl Spec Bn = Spec B^m H Spec B^ = Spec B^ 

que r(f/2 ^ ^7 C'spccz) = Bnm. Par consequent : 

r(V2, O) = Aj^M XfijvA/ Bjy = AjyM Xq Bjy = A^m H Bjy = Ajy, 

on Ton a applique encore une fois le fait que r(Spec R, O) = R (cf. [Harl Prop. 2.2]), qui 
reste encore valable dans le cas des anneaux generalises. Cela montre que les morphismes 
/2 : V2 — ^ U2 sont en bijection avec les morphismes (p : A]\r — > B^. On choisit done 
I'image /2 de (/j = id^^ par cette correspondance. La meme construction prouve que 
f2\w = idw- En effet, f2\w est induite par le plongement canonique de Atv dans B^, done 
il s'agit d'une immersion ouverte de Spec B^ dans Spec Aat. 

II reste a verifier la condition sur les images reciproques. Dans le premier cas, on a 

/r'(f/i n U2) = f^\DuAN)) = DvAN) = w = v^r\V2. 

Dans le deuxieme cas, 

f2\U^ n U2) = f2\Du,{l/N)) = Du^{l/N) U Dw{l/N) = Spec A^M[(l/iV)-i] U W 
= Spec Bnm U Spec Bn = Spec B^ = W, 

car d'apres 4.7, B^m est la localisation de A]\fM dans j^. Cela complete la construction 
du morphisme /. Lorsque M|A^^ pour quelque > 1, les anneaux generalises A^m et 
Bnm coincident avec A^- et -Bat, done fj^^^ est I'identite. Autrement, il existe un premier 

— (NM) — — — (N) 

p divisant M mais pas A^. Ce point est ferme dans Spec Z mais pas dans Spec Z , 
ce qui entraine que I'application fj^^'^ n'est pas un homeomorphisme, done elle n'est pas 
un isomorphisme non plus. 

Ordonnons I'ensemble des entiers plus grands que 1 par la relation de divisibilite. Si 
M divise A^ et Ton note par K le quotient, soit := /m^, avec la convention = id 
lorsque A^ = M. Ces fonctions etant transitives, on obtient le systeme projectif filtre 

— — — • ^ (N) ^ 

Spec Z = ({Spec Z }7v>i, {/mIa/ijv) 
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Definition 18. On appelle compactification du spectre de Z la limite projective du sys- 
teme ci-dessus dans la categorie des pro-schemas generalises, c'est-a-dire : 

Spec Z := lim Spec 

N>1 

On etudie d'abord la topologie de Spec Z. Puisque tons les objets du systeme ont le 

meme ensemble sous-jacent, au niveau des ensembles, la compactification de Spec Z n'est 

■ W 

autre chose que Spec Z U {oo}. Dans Spec Z un point p etait ferme si et seulement si 
p\N . En traitant tons les entiers plus grand que 1 en meme temps dans la construction 
de la limite, on pent toujours choisir un multiple M de p de sorte que le point soit ferme 

dans tons les Spec Z tels que M\N . Cela demontre le lemme suivant : 

Lemme 3. Tons les points de Spec Z sauf le point generique ^ sont fermes. Par conse- 
quent, une partie non-vide U de Spec Z est ouverte si et seulement si elle contient C, et 
son complement est fini. 

En ce sens. Spec Z ressemble beaucoup a une courbe projective sur Z, ce que Ton 
voulait avoir pour renforcer I'analogie entre les corps des nombres et les corps de fonctions. 
De plus, lorsque I'on calcule I'anneau des germes a I'infini, on trouve la limite 

Af>l 

car Ton a defini comme etant I'intersection Z(oo) H et la limite de = Z[l/iV] 
lorsque ^ oo est bien Z. 



5.3 Description en termes de la construction Proj 

Le fait que la topologie de Spec Z soit la meme que celle d'une courbe projective 
suggere la possibilite d'imiter la construction Proj des schemas projectives afin d'avoir 
une description plus intrinseque de la compactification de Spec Z. Soient C une categorie 
monoidale et A un monoide commutatif tels que les coproduits indexes par des sous- 
ensembles de A existent dans C et qu'ils commutent avec ®. Une algebre A-graduee 
dans C est alors une famille {S°'}aeA d'objets de C munis d'un morphisme d'identite 
e : idc — > et de morphismes de multiplication fia^p : S*" ® 5^ — > S*""^^ verifiant les 
relations d'associativite et d'unite evidentes. Lorsque Ton considere la categorie monoidale 
des endofoncteurs sur les ensembles, on obtient des monades graduees : 

Definition 19. Soit A un monoide commutatif, par exemple N ou Z. Une collection 
d'ensembles {-R"(n)}Q,gA,n>o et d'applications S^'i^ip) : ^"(n) — > ^"(m) definies pour 
chaque ip : n — > m tels que le foncteur 

: N — > £ns, n i — > ^"(n) 
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admet une extension unique a un endofoncteur algebrique S*" est une monade algebrique 
R s'il existe un morphisme d'identite e : idgns — ^ et des morphismes de multiplica- 
tion ii^^f ■ ^°(k) X S^{nf — > S^+I^{n) verifiant les versions graduees des axiomes de 
monade algebrique. Le monoide sous-jacent a R est le monoi'de gradue \R\ = L\aeA\R"\ 
et I'ensemble d'operations est I'ensemble gradue = UaeA||-R°||- On dit que R est 
commutative si toutes les operations de commutent au sens de la definition 10. On 
obtient alors des anneaux generalises gradues. 

Soit R un anneau generalise N-gradue. Notons par \R\^ le sous-monoi'de de \R\ forme 
des elements de degre non nul. Pour chaque / e soit la composante de degre zero 
de la localisation Rj = R[f~^]. Remarquons que si g E alors {R(f))(g) est isomorphe 

a R(fg)- Le monoide sous-jacent a R etant commutatif, on obtient le meme resultat lorsque 
Ton localise d'abord en g et puis en /. Soit D^{f) le schema affine generalise Spec R{f)- 
Si g E \R\'^ est un autre element, D^{f) et D^{g) contiennent des sous-schemas ouverts 
isomorphes a D+{fg), done on pent les recoller le long D+{fg). 

Definition 20. Soit R un anneau generalise gradue. On appelle spectre projectif de R 

FToiR= Y[ DM), 

D+{fg), f,g£\R\ + 

qui est un schema generalise ayant un recouvrement ouvert affine {D^{f)} fiz\ji\+ tel que 

D+(/)nD+(^7) = D+(/(7). 

Exemple 8. La construction ci-dessus permet de definir I'espace projectif sur un anneau 
generalise R quelconque comme le spectre projectif de I'algebre de polynomes a n + 1 
indeterminees de degre un, autrement dit : 

P^:=Proj R[4'\...,Ti% 

D'apres la definition, la famille {-D+(Tj)}o<j<n constitue un recouvrement ouvert de P^. 
Ce n'est pas difficile a voir que chaque Dj^{Ti) est isomorphe a := Spec [t|^^, . . . , Tn^]. 
Notamment, la droite projective Pj^^ = Proj Fi[Tq^^, t]^^] est obtenu en recollant deux 
copies de A^^ = Spec Fi[r] = {(0), (T)} le long du point generique. Elle contient done 
trois points l,oo} correspondant aux ideaux (Tq), (Ti) et (0), dont les deux premiers 
sont fermes. En general, le cardinal de I'espace projectif P"(Fi) construit ainsi est 2"'~^^ — l, 
ce qui n'accorde pas avec le point de vue de Tits. 

Apres cet interlude theorique, on est en etat de decrire Spec Z comme un (pro)schema 
projectif. En vue de la seconde egalite dans 14.41 definissons R comme I'anneau generalise 
gradue dont la composante en degre d est donne par 

n 

Rd{n) = {(Ai, . . . , A„) e : ^|A,| < iV^} 

i=l 
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On peut plonger R dans Z[T] en identifiant (Ai, . . . , A„) avec T'^(Ai, . . . , A„). Les elements 
de degre un de R sont alors ceux de la forme mT*^, ou ci > 0, u G Z, \u\ < N'^. En particulier, 
/i := T et /2 := NT appartient a |-R|. Alors, on peut montrer |Dul 7.1.44] : 

Lemme 4. \R\^ coincide avec le radical de I'ideal engendre par fi et f^- 

Par consequent, il suffit de calculer les localisations -R(/i), -R(/2) et R^f^f^). Commengons 
par -R(/j)(n), qui est la reunion 

n 

U{nAi,...,A„)/T'^:^|A,|<iV'^} 

d>0 1=1 

L'inclusion i?(/j)(n) C Z" = Z(n) etant evidente, il suffit de montrer la reciproque. Or, 
si Ton se donne un n-uplet (Ai,...,A„) G Z", il existe > tel que ^"=i|Aj| < A^*^, 
done Z(n) C -R(/i). On en deduit que -R(fi) = Z. Des raisonnements tout a fait analogues 
montrent que R{f2) = An et que R{f^f2) = Bn- Alors, Proj R est le recollement des ouverts 
-D+(/i) = Spec Z et D+(/2) = Spec A]^ le long de -D+(/i/2) = Spec B^^ de sorte que 

Vio] R = D+{h) W D+(/2) = SpecZ ]J Spec 

D+(/i/2) Spec Bjv 
(TV) 

est isomorphe au schema generalise Spec Z . Cela demontre le theoreme suivant : 
Theoreme 2. La compactification de Spec Z est un pro-schema projectif sur ¥i. 

5.4 Compactification d'Arakelov des varietes et fibres en droite 

Dans cette section, on commence par revisiter I'analogie entre les corps de nombres et 
les corps de fonctions. Si X est une variete algebrique lisse et projective sur un corps de 
fonctions K = k{C), on appelle modele de X un schema projectif plat ^ — > C dont la 
fibre generique est isomorphe a X . On a deja remarque que pour un certain nombre 
d'arguments (par exemple, si I'on veut utiliser la theorie de I'intersection afin d'estimer 
le nombres de points rationnels de X), il est indispensable que la courbe C soit propre. 
Puisque tout corps de fonctions est une extension finie de k{T), le probleme consiste 
essentiellement en construire un modele propre sur K = k{T), puis on peut considerer 
la normalisation dans des corps plus grands. En procedant par analogic, le premier pas 
consiste en definir un modele propre de Q. Le premier candidat etait Spec Z, dont le 
corps de fonctions rationnelles est Q, mais on a montre qu'il n'est pas propre. Cela est 
a I'origine de la construction de Spec Z, que Ton peut voir comme un modele propre 
et lisse de Q. La premiere etape etant accomplie, il s'agit maintenant de trouver des 
modeles d'une variete algebrique definie sur Q, que I'on peut appeler sa compactification 
d'Arakelov. Remarquons que dans le cadre des corps de nombres, on ne peut pas appliquer 
des procedes geometriques comme la normalisation. 



35 



Soit X une variete algebrique definie sur Q. Puisque la categoric des schemas ^ 
sur Spec Z admettant une presentation finie est equivalente a la categoric des triplets 

, ^00,0), ou ct ^c>o sont des schemas ayant une presentation finie sur Spec Z et 
Spec Z(oo) respectivement et 9 : i?r(Q) — > ^oo{Q) est un isomorphisme de Q-schemas 
|Dul 7.1.23], trouver un modele de X sur la compactification de Spec Z est en fait la 
meme chose que trouver des modeles de X sur Spec Z et sur Spec Z(oo). Etant donne 
que la geometric algebrique classique s'est occupe avec succes de la premiere partie, on se 
limite ici a decrire les modeles sur Spec Z(oo). 

Theoreme 3. Toute variete algebrique affine ou projective sur Q admet au mains un 
modele ayant presentation finie sur Spec Z. 

Demonstration. D'apres la remarque precedente, il suffit de construire un modele sur 
Spec Z(oo), qui est le spectre de I'anneau de valuation archimedien sur Q. On rappelle que 
I'anneau de polynomes Q[Ti, . . . , T^] admet une norme 

iiPii= Yl ou p= 

Done, on pent identifier I'anneau generalise de polynomes Z(oo)[ri, . . . ,Tfc] avec les poly- 
nomes dans Q[Ti, . . . , T„] ayant norme plus petit ou egale a 1. 

1. (Gas affine). Soit X = Spec A, oil A = Q[Ti, . . . , Tfc]/(/o, . . . , fm), une variete alge- 
brique affine sur Q. Quitte a multiplier par des scalaires non nuls dans Q, on pent 
supposer que < 1, ce qui revient a dire que fj G Z(oo)[To, . . . ,Tk]. Soit 

B = Z(oo)[To, . . . , n\h = 0, . . . , /™ = 0] (5.1) 

Si Ton pose ^ = Spec B, on obtient un schema affine generalise ayant une presen- 
tation finie sur Z(oo) dont la fibre generique est 

^{K) = Spec (i?®Z(^)Q) = Spec A = X. 

Par consequent, e^/Z(oo) est un modele de X/Q. 

2. (Cas projectif). Soit maintenant X/Q une variete projective. Alors X = Proj A, ou 
A est le quotient de Q[Tq, . . . , T^] par un ideal homogene (/i, . . . , fm), et Ton pent 
supposer de nouveau que ||/j|| < 1. Dans ce cas, fj G Z(oo)[To, . . . ,Tfc]. Definissons 
B comme dans (15. ip . Alors, le spectre projectif de I'anneau generalise gradue B est 
un modele ^ = Proj B de X sur Z(oo). □ 

Remarque 4. Comme le lecteur aura deja remarque, la preuve du theoreme ci-dessus 
n'utilise aucune propriete speciale de Q. En fait, on pent etendre le resultat a un corps 
K quelconque et a son anneau de valuation archimedien Ooo au sens de I'exemple 4.3. 
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Puisque dans le cadre geometrique des corps de fonctions les fibres en droite sur 
une courbe projective lisse se sont reveles un outil indispensable, on voudrait avoir des 
analogues arithmetiques. D'apres la theorie d'Arakelov classique, un fibre en droite sur 
I'hypothetique compactification de Spec Z est un fibre en droite sur Spec Z muni de 
quelques donnees archimediennes supplementaires. Plus precisement, un fibre en droite 
sur Spec Z est un couple L = {L, < ■ >e) forme d'un Z-module libre de rang fini L et 
d'un produit scalaire hermitien sur E®x<C qui est invariant sous la conjugaison complexe, 
done qui definit un produit scalaire euclidien sur E ®i M. En posant comme d'habitude 
||x|| =< x,x >E-, on pent voir un fibre en droite sur la compactification de Spec Z comme 
un reseau euclidien \ \ ■ ||). Cela suggere du coup une interpretation de I'information 
additionnelle en termes des Zoo-structures introduites dans 4.2. 

Definition 21. Un fibre en droite sur Spec Z est un couple L = {L,A) forme d'un fibre 
en droite sur Spec Z, i.e. d'un Z-module libre de rang fini, et d'un Zoo-reseau A (i.e. d'un 
corps compact symetrique convexe) dans le M-espace vectoriel L ®i M. 

Alors, les sections globales correspondent a I'intersection Lr\A. Le comptage du nombre 
de points d'un reseau appartenant a un corps compact symetrique est un sujet d'etude 
classique. On a, par exemple, le theoreme de Minkowski, d'apres lequel un corps convexe 
symetrique dans MP' de volume plus grand que 2" contient au moins un point du reseau 
Z". Ce resultat, qui implique que chaque classe du groupe de classes d'ideaux d'un corps 
de nombres K admet un representant integral de norme borne par une constante qui 
ne depend que du discriminant et de la signature de pent etre imagine comme un 
theoreme de Riemann-Roch pour les fibres en droite sur Spec Z. On rencontre de nouveau 
le leitmotiv la geometrie devient combinatoire sur le corps a un element. 

La definition de fibre en droite sur la compactification de Spec Z admet une extension 
a tout schema generalise. On se refore a |Dul 7.1.22] pour la preuve que lorsque Ton pose 
X = Spec Z, ces deux definitions en apparence si differentes sont en fait equivalentes : 

Definition 22. Soit {X, Ox) un schema generalise. On definit les fibres en droite sur X 
comme etant les Ox-modules L localement isomorphes a \Ox\ = 

L'ensemble des classes d'isomorphie de fibres en droite est un groupe pour le produit 
tensoriel <^Ox^ I'element neutre etant \Ox\- Si Ton pose = Hom(L, \ Ox\) pour tout 
fibre en droite L, il existe un isomorphisme L®Ox -^"^ — ^ \^x\^ done est I'inverse de 
L. On appelle groupe de Picard d'un schema generalise X le groupe de classes d'isomorphie 
de fibres en droite sur X par rapport au produit ®Ox- L'objectif de ce derniere paragraphe 
est calculer le groupe de Picard de Spec Z. Pour faire cela, on remarque d'abord que 
le Pic(X) provenant de la definition 23 coincide avec le groupe de Picard d'un schema 
classique. Notamment, pour un anneau de Dedekind usuel Pic(Spec i?) = si et seulement 
si R est factoriel [Harl 6.2]. On en deduit que Pic(Spec Z) = 0. De meme, on pent montrer 
que tout fibre en droite sur le spectre de I'anneau generalise A]\r est trivial a I'aide du 
lemme suivant, dont la preuve se trouve dans |Dul 7.1.33] : 
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Lemme 5. Soit P un A^^ -module projectif de type fini. Si dim(QP(Q) = 1, alors P est 
isomorphe d \An\. 

En effet, soit L e Pic(Spec A^). II existe un ATv-module projectif de type fini P tel 
que L = P. Puisque L est un fibre en droite, la fibre du point generique = P(q) est 

unidimensionnelle. D'apres le lemme P = \An\, done L = \An\ = OspccAjv 6st le fibre 
trivial sur Spec A^. Apres avoir montre que tons les fibres en droite sur les spectres de Z 
et de An sont triviaux, ce n'est pas diflficile a prouver que : 

Theoreme 4. Le groupe de Picard de la compactification de Spec Z est isomorphe au 
groupe additive des rationnels positifs. En particulier, c 'est un groupe abelien libre de rang 
infini engendre par C(logp) lorsque p parcourt Vensemhle des nombres premiers. 

Demonstration. La compactification de Spec Z etant la limite projective des schemas 

generalises Spec Z , la categoric des fibres en droite sur Spec Z est la limite inductive 

(TV) 

des categories des fibres en droite sur Spec Z . Par consequent : 

Pic(Spec Z) = fim Pic (Spec Z^ ^). 

TV>1 

W 

Pour calculer ces groupes, on remarque que le schema generalise Spec Z est la reunion 
des ouverts Ui = Spec Z et U2 = Spec A^ le long de Ui H U2 = Spec B^- Puisque les 
groupes de Picard de Spec Z et de Spec An sont triviaux, etant donne un fibre en droite 

(N) 

L sur Spec Z , on pent choisir des trivialisations : 

^1 '■ C'spec Z > L\Ui, V^l : Ospcc Am ^ -^|C/2 

Ce choix est canonique quitte a fixer le signe de ipi et ip2, car Ton pent toujours multiplier 
les trivialisations par des elements inversibles si e T{Ui,O^J = Z^ = {±1} et S2 G 
T{U2,O^J = I^atI^ = {±1}- Sur I'intersection Ui fl U2 ces trivialisations verifient la 
condition de compatibilite ^2\UinU2 ~ ^^i\UinU2 po^r un element A inversible dans B^. 
Reciproquement, si I'on se donne A G B^ positif, on pent construire un fibre en droite L = 
0(\og A) en recollant des fibres en droite triviaux sur Ui et sur U2 selon la formule ci-dessus. 

Lorsque le signe de A est fixe, cette correspondance est bijective. Done, Pic(Spec Z ) est 
isomorphe a \ogB^/{±l}, c'est-a-dire, au group abelien logi?^^_ des elements positifs 
inversibles de I'anneau B^ = Z[N~^]. Si Ton note par pi, . . . ,pr I'ensemble des diviseurs 
premiers de A^, le groupe de Picard est un groupe abelien libre de rang r ayant base 
{O {log Pi} i<i<r. On en deduit : 

Pic(S'pa^) = lim log B^ _^_ = log Q^. □ 

Af>l 

(TV) 

Remarque 5. Le fait que le rang du groupe de Picard de Spec Z soit le nombre de 
diviseurs premiers de fournit une preuve alternative de I'enonce affirmant que f^j n'est 
pas un isomorphisme lorsqu'il existe p premier tel que p\M, mais p\ N. 
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6 Questions ouvertes 



1. Comme on a remarque dans la section concernant I'analogie entre les corps de 
nombres et les corps de fonctions, c'est necessaire d'introduire un facteur local a 
rinfini afin d'avoir une equation fonctionnelle pour la fonction zeta. L'expression 
integrale de ce nouveau facteur est tout a fait analogue a celle des facteurs cor- 

2 

respondant aux premiers finis sauf pour I'apparition de la gaussienne e~'^^ an lieu 
de la fonction indicatrice de Zoo, c'est-a-dire, de I'intervalle [—1,1], que Ton s'at- 
tendrait naivement. L'intervention de la gaussienne ne pent pas etre sans relation 
avec une interpretation probabiliste du passage a I'infini. A I'avis de I'auteur, bien 
comprendre ce facteur local a I'infini merite toute notre attention, etant donne que 
la preuve de I'equation fonctionnelle des fonctions zeta des varietes de dimension 
superieure sur Z reste toujours une question ouverte. 

2. Dans ce memoire, on ne s'est pas occupe de la question si les groupes lineaires 
algebriques sont definis (au sens de Durov) sur Fi ou sur une extension convenable. 
En termes de foncteurs representables |Dul 5.1.21] et puis en introduisant la notion 
de determinant, Durov montre |Dul 5.5.17] que les seules schemas affines en groupes 
definis sur Fg sont les tores G^, que Ton pent definir le groupe general lineaire sur 
Fi et que SL„ existe sur I'extension quadratique F12. Cependant, on ne salt pas si 
Ton pent definir, par exemple, le groupe orthogonal dans ce cadre, car le concept 
de transposee d'une matrice pose des problemes quand on travaille dans I'algebre 
non-additive. Notamment, I'auteur s'interesse a une possible application du concept 
recent de variete torifiee introduit dans |LL| a la recherche de modeles d'autres 
groupes sur Fi ou F12. Dans ce meme papier, J. Lopez Pena et O. Lorscheid abordent 
la comparaison des notions de schema sur le corps a un element de Deitmar, Soule 
et Connes-Consani. II serait necessaire d'etendre cette comparaison aux geometries 
de Toen-Vaquie, Shai-Haran et Durov. 

3. L'espace projectif P"~^(Fi) construit par Durov en termes du spectre projectif d'un 
anneau generalise gradue ne contient pas n points comme Ton s'attendait, mais 
2" — 1. Cependant, etant donne que 2" — 1 est le nombre de parties non-vides 
d'un ensemble de n points, I'auteur pense que c'est possible de trouver une certaine 
relation d'equivalence ou operation n-aire a n orbites fermees. Notamment, il pent 
etre interessant de comparer le P"~^(Fi) de Durov avec I'espaces projectifs definis 
par Connes-Consani dans |CC| comme le foncteur gradue 

yc{i,...,rf+i}, |y|=fc+i 

ou D agit a droite sur par Taction diagonale. Ainsi, la partie de degre nul sur Fi^ 
est juste {l,...,rf + 1}, done |P"-i(Fin)(o)| = n. D' apres la definition de Connes- 
Consani, la structure du projectif sur le corps a un element est plus compliquee 
que celle d'un ensemble fini, mais la partie de degre nul coincide avec la prevision 
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de Tits. On peut attendre que cela soit pareil apres une legere modification de la 
construction de Durov. 

4. Comme on a deja signale, le fait que le produit tensoriel Z®Fi Z soit Z de nouveau, 
et done Spec Z Xspec Fi Spec Z = Spec Z, est en quelque mode decevant, car une 
des motivations initiales pour developper toute la theorie des anneaux et des sche- 
mas generalises etait la recherche d'une categoric ayant des produits arithmetiques. 
D'apres Durov, cela rend inutile sur son approche en ce qui concerne I'etude de la 
fonction zeta. De I'autre cote, Connes-Consani, inspires des idees de Soule, out reussi 
a construire les fonctions zeta de schemas sur Fi. La compactification de Spec Z ob- 
tenu dans ce memoire a des tres bonnes proprietes topologiques (tons les points sur 
^ sont fermes comme dans une courbe projective), mais par exemple son groupe de 
Picard n'est pas ]R>o comme I'analogie avec le cas des corps de fonctions suggere, 
mais le groupe additif des rationnels positifs. Une fagon definitive de tester que Ton 
a trouve la compactification correcte serait construire un cadre suffisamment vaste 
pour definir les fonctions zeta des schemas au sens de Durov et verifier si cela donne 

Z{Sp^Z, s) = = 7r-ir(s/2)C(s). 

En quelque sens, on peut dire que Durov a la courbe et Connes et Consani ont la 
fonction. A I'avis de I'auteur, la topologie de Spec Z merite encore plus d'etude. 
En effet, puisque la restriction a Spec Z de chacun des morphismes f^^ du systeme 
projectif definissant la compactification est un isomorphisme, n'agit que sur le 
point a I'infini. Etant donne que le resultat final est un modele lisse de Q, cette limite 
inductive est une sorte de resolution infinie de singularites. Une autre question qui 
se pose est le calcul du produit tensoriel Zoo ®Fi ^oo- 

A Construction fonctorielle des schemas sur Fi 

Dans cet annexe, on presente une definition fonctorielle des schemas generalises par 
analogic avec la geometric algebrique classique. Rappelons d'abord qu'un faisceau T sur 
un espace topologique X est la donnee 

1. d'un ensemble (peut-etre muni d'une certaine structure algebrique additionnelle) 
T{\J\_ que Ton appelle les sections du faisceau, defini pour chaque ouvert \J (Z X 

2. d'une application de restriction des sections "puy : T{U^ — > Tiy^ definie pour 
chaque inclusion V C U, que Ton note / i — > f\v- 

Ensuite, on requiert la condition de recollement suivante : pour chaque recouvrement 
ouvert {Ui}i(zi de U, si fi e T{Ui) sont des sections dont les restrictions 

{fj)\(UinUj) = {fi)\{UinUj) 

aux intersections des Ui coincident, il existe une unique section / G J-'{U) dont les res- 
trictions f\u. = fi aux Ui sont egales aux sections donnees au depart. 
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Essayons de recrire cette definition en termes categoriques. Etant donne I'espace topo- 
logique X, on defini une categorie Ouv(X) dont les objets sont les ouverts de X et dont 
les morphismes sont les inclusions. Alors un faisceau JF a valeurs dans une categorie C 
basee sur les ensembles est un foncteur contravariant JF : Ouv(X)°p — > C, ou Ouv(X)°p 
represente, comme d'habitude, la categorie duale* de Ouv{X). Si f : X — > Y est une 
application continue entre les espaces topologiques X et F et JF est un faisceau sur X, 
on definit le faisceau sur Y par la formule /*JF(\/) = pour tout ouvert V 

de Y. Maintenant, la condition de recollement signifie qu'une section globale est determi- 
nee par ses valeurs locales et que si Ton a des sections locales qui se recollent, on pent 
construire une section globale. Cela se traduit dans I'exactitude de la suite 

OU les fleches sont donnes par des restrictions des sections, pour tout recouvrement ouvert 
{Ui}i^j de U. En effet, cela signifie que JF(f/) s'injecte dans le produit Yliei ^i^i) 
jF(f/) est I'egaliseur* du couple des fleches Yliei -^(^i) Yliei -^(^i^^j)^ autrement dit, 
que si Ton a des G J^{Ui) dont les images par les deux restrictions possibles a f/i fl Uj 
coincident, il existe une seule section / G J^{U) telle que f\u^ = fi- Notons que dans la 
categorie des espaces topologiques, Ui fl Uj est isomorphe a Ui Xjj Uj. 

Pour generaliser la notion de faisceau a une categorie quelconque, on a d'abord besoin 
de definir ce que I'on appelle une topologie de Grothendieck, une notion qui etend de fagon 
naturelle les proprietes des recouvrements ouverts dans un espace topologique. Pour notre 
but, il suffit de definir une structure un peu plus generale : 

Definition 23. Une pretopologie de Grothendieck T dans une categorie C est la donnee 
d'un ensemble Rec(T) de families de morphismes (dites recouvrements) {(fi : Ui — > U}i^i 
dans C definies pour chaque objet U et telles que : 

1. Si (p est un isomorphisme, la famille {(/?} appartient a Rec(T). 

2. Si {(fi : Ui — > U} et {ipij : Vij — > Ui} sont deux recouvrements dans T, alors le 
recouvrement compose {ipi o ipij : Vij — > U} est de nouveau dans Rec(T). 

3. Si {Ui — > U} est un recouvrement et V — > U est un morphisme quelconque, le 
produit fibre Ui XuV existe et la famille {Ui X-u^ — ^ V} appartient a Rec(T). 

On dit qu'une categorie C muni d'une pretopologie de Grothendieck est un pretopos. 

Notamment, la categorie Ouv(X) definie au debut est un pretopos dont les families 
recouvrantes sont les donnees par des inclusions. Les pretopos constituent, en quelque 
sens, le cadre minimal ou I'on pent definir la notion de faisceau. 

Definition 24. Soit (C, T) un pretopos et soit V une categorie ayant des produits. On 
appelle faisceau sur C a valeurs dans V un foncteur F : C°p — > V tel que pour tout 
famille recouvrante {ipi : U — > U}, la suite 
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ou toutes les fleches sont donnees par des restrictions des sections, soit exacte. 

Cette definition va nous permettre de construire des faisceaux sur les schemas affines 
generalises. Avant de les definir, on montre que c'est naturel de definir la categoric des 
schemas affines generalises comme la categoric duale* de celle des anneaux generalises en 
rappelant le cas classique. Soit A un anneau commutatif. La topologie de Zariski muni 
I'ensemble d'ideaux premiers de A d'une structure d'espace topologique, que Ton note 
Spec A. On veut definir maintenant un faisceau d'anneaux sur Spec A en imitant les 
proprietes des fonctions regulieres sur une variete. Soit X C A"^ une variete algebrique 
affine definie sur un corps k. Une fonction / : X — > k est dite reguliere en un point P E X 
s'il existe un voisinage ouvert de P dans X tel que / est le quotient de deux polynomes 
g,h E k[Xi, . . . dont h ne s'annule pas sur U. Si Ton note par 0{U) I'anneau des 
fonctions regulieres sur U , on obtient ce que Ton appelle le faisceau structurel de X. Dans 
le cas du spectre, il n'y a pas un corps de base distingue comme but des fonctions, ce 
qui nous amene a prendre en meme temps toutes les localisations Ap, ou p G Spec A. 
Alors, etant donne un ouvert U C Spec A, on considere les fonctions s : U — > Upef/ 
satisfaisant la condition de regularite suivante : soit p G f/, on requiert qu'il existe un 
voisinage ouvert p E V C U et deux elements a, f E A tels que f ^ c{ pour tout q E V 
(I'analogue de la non-annulation du polynome h) et que s(q) = a/f. L'ensemble 0{U) 
forme des fonctions verifiant la condition ci-dessus pour tout p E U admet une structure 
d'anneau, et Ton obtient ainsi un faisceau d'anneaux O sur Spec A. 

Cette construction associe a chaque anneau commutatif A un couple (Spec A, O) forme 
d'un espace topologique et d'un faisceau sur lui. Une question qui se pose immediatement 
est s'il existe une categoric C tel que (Spec A, O) soit un objet dans C pour tout anneau 
commutatif A et que la correspondance A i — > (Spec A, O) soit fonctorielle. Ce sont les 
espaces localement anneles. Les objets de la categoric sont les couples (X, Ox) formes 
d'un espace topologique X et d'un faisceau d'anneaux sur X tel que I'anneau des germes 

Ox,P = fim O-p, oil O'p = ((0(f/))pec/, {vuvWu) 
Peu 

soit local pour tout P E X. Les morphismes entre deux espaces localement anneles 
{X,Ox) et {Y,Oy) sont les couples {f,f^), ou f : X — > Y est une application conti- 
nue et /" : Oy — > f*Ox est un morphisme de faisceaux telle que I'application induite 
: Oyj(p) — > Ox,p soit un homomorphisme local d'anneaux locaux pour tout P E X. 

Un schema affine est un espace localement annele qui est isomorphe a (Spec A, O) 
pour un certain anneau commutatif A. On obtient ainsi une application des anneaux 
commutatifs vers les schemas affines, qui est fonctorielle au sens suivant : pour chaque 
homomorphisme d'anneaux ip : A — > B, la formule /(p) = V'~^(p) definit une application 
continue / := Spec(v9) : Spec B — > Spec A. De meme, en localisant ip, on obtient un 
homomorphisme local (fp : A^-i(p) — > Bp qui pent s'etendre, par la construction du 
faisceau structurel d'un spectre, a un morphisme de faisceaux : OspecA — ^ C^SpccB dont 
la restriction a chaque anneau de germes est (fp. Par consequent, (/, /") est un morphisme 
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d'espaces localement anneles. On en deduit que le foncteur Spec est une equivalence 
contravariante entre la categoric des anneaux commutatifs et la categoric des schemas 
affines, done les schemas affines constituent la categoric duale des anneaux commutatifs. 
Finalement, un schema est un espace localement annele (X, Ox) ou chaque point P admet 
un voisinage ouvert U dans X tel que (f/, Ox\u) soit un schema affine. 

Soit maintenant (Sen la categoric des anneaux generalises. D'apres la discussion pre- 
cedente, on definit les schemas affines generalises comme la categoric duale de ©en, i.e. 
2lff := ©en"^. On note Spec i?, ou R est un anneau generalise, les objets de cette categoric. 
En particulier, un schema affine generalise est un foncteur contravariant de 0en vers les 
ensembles. Etant donne un schema affine generalise Spec R, pour definir une pretopologie 
de Grothendieck on considere les localisations de I'anneau generalise R dans des elements 
fi G \R\. Si Ton pose U = Spec R et Ui = Spec i?/,, on definit les families recouvrantes 
comme les {Ui — > f/}jg/ telles que Yiiei Ui — > U soit une surjection au niveau d'espaces 
topologiques. Ce n'est pas difficile a verifier que ces donnees satisfont les axiomes d'une 
pretopologie de Grothendieck, que Ton appellera la topologie de Zariski. Par consequent, 
un faisceau sur le pretopos 2tff est un foncteur F : 2lff°P = C5en — > (£n5 telle que la suite 

F{u) \[Fm ^ n^(^^ ^^■) 

soit exacte pour toute famille recouvrante {Ui — > U} dans 2lff. 

II nous reste seulement a definir une condition analogue au fait qu'un schema soit 
localement affine. On remarque que si Ton voit le spectre d'un anneau commutatif classique 
R comme le foncteur de 2lnn vers (£ns qu'au niveau des objets vaut A — > Spec R{A) = 
B.om<^nn{R, A) , les ouverts de Zariski sont alors de sous-foncteurs de Spec R verifiant 
quelques proprietes liees a la localisation. Cette notion se formalise de la fagon suivante : 

Definition 25. Soit S : fi5en — > fBns un foncteur contravariant. Un sous-foncteur U de 
S est dit ouvert de Zariski si pour tout anneau generalise B et pour tout transformation 
naturelle u : Spec B — > S, il existe un systeme multiplicatif T C -B tel que le produit 
fibre U Xs Spec B soit naturellement isomorphe a Spec B[T^^]. 

Alors, un schema generalise est un faisceau qui admet un recouvrement par des ouverts 
isomorphes a des schemas affines generalises. Plus precisement : 

Definition 26. Un schema generalise est un foncteur contravariant S : (Sen — > £ns 
qui est un faisceau pour la topologie de Zariski et qui est localement representable, au 
sens ou il existe un recouvrement {Si}i^i de S par des sous-foncteurs ouverts de Zariski 
qui sont naturellement isomorphes a des schemas affines generalises, c'est-a-dire, tels que 
Si = Spec Ri pour des anneaux generalises Ri. 

B Annexe : quelques outils categoriques 

Categorie duale Soit C une categoric. On appelle categoric duale de C la categoric 
C°P dont les objets coincident avec ceux de C et dont les morphismes sont obtenus en inver- 
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sant les buts et sources des morphismes de C, autrement dit Homcop(X, Y) = B.omc(Y, X) 
pour tout couple d'objets X, Y dans C. La notion de categoric duale permet par exemple 
d'eliminer la distinction entre foncteur covariant et contravariant, car un foncteur contra- 
variant F : C — > V est un foncteur covariant F : C°p sur la categoric duale. 

Categorie monoidale. Une categoric C est munie d'une structure de categoric mo- 
noi'dalc (ou de ®-categorie associative unitaire) s'il existe 

1. un bifoncteur ® : C x C — > C associative a isomorphisme naturel pres (i.e. X ® 
(r (g) Z) = (X (g) r) (g) Z pour tout triplet d'objets {X, Y, Z)) 

2. une unite 1 G Ob(C) a isomorphisme naturel pres (i.e. 1®X = X = X®1 pour 
tout objet X) 

tels que ® verifie le diagramme du pentagone et que e soit compatible avec I'associativite 
(voir |McLl XI. 1]). Des exemples de categories monoidales sont les ensembles avec le pro- 
duit cartesien ((£n5, x, {1}) ou les /?— modules avec le produit tensoriel (i? — OJloO, (g, R). 
On dit qu'une categorie monoidale est symetrique s'il y a un isomorphisme naturel entre 
X ®Y aiY ® X pour tout X, Y dans C. 

(Co)egaliseur. Soient X et F deux objets d'une categorie C et soient f,g : X ^ 
Y deux morphismes de X vers Y. On appelle egaliseur du systeme le seul couple (a 
isomorphisme pres) (i?, e) forme d'un objet de C et d'un morphisme u : E — > X tels 
que foe = goeet que 

Homc(P, E) = {ie Homc(P, X) : f o i = g o i} 

soient naturellement isomorphes pour tout P dans C. On appelle coegaliseur du systeme 
le seul couple (a isomorphisme pres) {Q, q) forme d'un objet de C et d'un morphisme 
q : Y — > Q tels que qof = qoget que 

Homc((5, P)^ {ie Homc(y', P) : i o f = i o g 

soient naturellement isomorphes pour tout P dans C. Autrement dit, I'egaliseur et le 
coegaliseur ont la propriete universelle de rendre les Heches f et g egales. 

Composition de transformations naturelles. Soient C,V,S des categories, F,F' : 
C — > V et G,G' : V — > E des foncteurs et ,^ : F — > F', r] : G — > G' des transformations 
naturelles. On definit Ti -k ^ : GF — > G'F' comme la transformation naturelle dont les 
composantes sont 

(^7 * i)x = Vf'(x) o G{^x) = G'i^x) o VFix) 

pour chaque objet X dans C. Si F est un foncteur, on pose r] -k F := r] -k idp- 

Coproduit. Soit C une categorie et soient X et y deux objets de C. On appelle 
coproduit (ou somme categorique) de X et F le seul objet X 11 y tel que pour tout 
Z G Ob(C) il existe un isomorphisme naturel 

Hom(X UY,Z)^ Hom(X, Z) x Hom(F, Z). 
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Par exemple, dans la categorie des ensembles C;ns, la somme est la reunion disjointe, 
dans la categorie des espaces topologiques pointes Top^, c'est le produit wedge, dans la 
categorie des groupes ©rp (resp. abeliens), c'est le produit libre (resp. la somme directe), 
et dans la categorie des anneaux commutatifs 2tnn, c'est le produit tensoriel. 

Foncteurs adjoints. Soient C et V deux categories. On dit que les foncteurs F : 
C — > V et G : V — > C sont adjoints si et seulement si 

Homc(X,G(r)) ^ Hom^(F(X),F), 

pour tout couple d'objets X e Ob(C),F G Ob(X'), I'isomorphisme ci-dessus etant naturel 
en X et Y. Dans ce cas, le foncteur F (resp. G) est dit I'adjoint a gauche (resp. a droite) du 
foncteur G (resp. F). Lorsque Ton pose Y = F{X) dans la definition, idi?(x) appartient au 
deuxieme ensemble. Son image par I'isomorphisme est une application rjx ■ X — > GF{X) 
naturelle en X. On appelle unite de I'adjonction la transformation naturelle rj : idc — > 
GF dont les composantes sont donnees par rjx- De meme, une adjonction admet une 
co-unite C, : FG — > idx> definie de maniere analogue en prenant X = G(Y) dans la 
formule. 

Foncteur (pleinement) fidele. Considerons deux categories C et P et un foncteur 
covariant F : C — > V. Comme d'habitude, etant donne un couple d'objets (X, Y) dans 
C, F induit une application 

Fx,Y : Homc(X,F) Hom^(F(X), F(F)) 

On dit alors que F est fidele (resp. plein, pleinement fidele) si Fx,y est injective (resp. 
surjective, bijective) pour tout X, Y dans C. 

Lemme de Yoneda. Soient X et F deux objets dans une categorie C. Notons Ha '■ = 
Homc(A, •) le foncteur represente par un objet A. Avec ces notations, le lemme de Yoneda 
affirme que pour toute transformation naturelle rj : hy — hx, il existe un morphisme 
/ : X — > Y tel que r] = hf, oil hj : Homc(Y, ■) — > Homc(X, ■) est la transformation 
naturelle ayant composantes hf^A qui appliquent ip : Y — > A dans ip o f : X — > Y. 
Notamment, cela implique que les objets representant des foncteurs isomorphes sont ils 
memes isomorphes. 

Limite inductive. Soit C une categorie et soit (/, <) un ensemble partiellement or- 
donne. Un systeme inductive d'objets dans C indexe par / est une famille 

^» — ((^j)je/; ifi,j)i<j) 

d'objets et pour chaque i < j de morphismes fij : Ai — > Aj tels que fi^i = idyi. et que 
fi,k = fi,j ° fj,k- Une limite inductive pour A, est alors un objet lirn ^ A, tel que pour tout 
objet Z dans C, on ait une bijection naturelle 

Hom(limA., Z) = limHom(Ai, Z), 
I I 
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cette derniere limite etant la famille incluse dans Yli Hom(Z, Ai) de morphismes hi tels que 
fij o hj = hi. On dit que la limite est filtree lorsque pour chaque couple {p, q) d'elements 
de J, il existe r G / tel que p < r,q < r. 

Limite projective Soit C une categorie et soit (/, <) un ensemble partiellement 
ordonne. On definit les limites projectives en inversant les buts et sources des morphismes 
dans la definition de limite inductive. Ainsi un systeme projectif d'objets dans C indexe 
par / est une famille A, = {{Ai)i^i, {fi,j)i<j) d'objets et pour chaque i < j de morphismes 
fij : Aj — > Ai tels que = id^, et que fi^k = fij <=> fj,k- Une limite projective pour A, 
est un objet lim ^ A, tel que pour tout Z dans C, on ait une bijection naturelle 

Hom(Z,limA,) = limHom(Z, A^), 

cette derniere limite etant I'ensemble des hi G Yli Hom(Aj, Z) tels que fij o hj = hi. 

Objet (co)simplicial. Soit A la categorie des ensembles finis totalement ordonnes 
munis des applications croissantes. Elle est equivalente a la categorie dont les objets 
sont les ensembles n et dont les morphismes sont les applications croissantes entre eux. 
On appelle objet (co)simplicial dans une categorie C un foncteur (co)contravariant de A 
dans C. D'apres I'equivalence des categories mentionnees, un objet (co)simplical pent etre 
pense comme une famille d'objets munis des morphismes entre eux correspondant 
aux applications croissantes ip : n — > m. En ce sens, une monade algebrique est un 
objet cosimplicial dans la categorie des ensembles : la famille d'objets est {S(n)}„>o et 
les morphismes sont les applications : S(n) — > S(m) induites par ip : n — > m. 

Produit fibre. Soient X, Y, S trois objets d'une categorie C ayant des morphismes 
/ : X — i> S et g : Y — > S avec le meme but. On appelle produit fibre de X et F sur S 
le seul triplet (a isomorphisme pres) {X Xg Y,p,q) forme d'un objet X F et de deux 
morphismes p : X XsY — > X,q : X XsY — > Y tels que pour tout objet Z dans C, Ton 
ait une bijection naturel d'ensembles 

Hom(Z, X XsY) = {{h,k) e Hom(Z, X) x Hom(Z, Y) : f o h = g o k}. 

Par exemple, dans la categorie des ensembles, le produit fibre n'est autre chose que X Xz 
Y = {{x,y) E X X Y : f{x) = g{y)} muni des restrictions des projections usuelles pr^ et 
pr2 a cet ensemble. 

Sous-categorie pleine. Soit C une categorie. Une sous-categorie V deC est la donnee 
de quelques objets et de quelques morphismes dans C tels que 

1. Si f : X — y Y est un morphisme dans V, alors X,Y E Oh(V). 

2. Si X est un objet dans V, alors idx appartient aux morphismes de V. 

3. Si /, g sont des morphismes composables dans V, alors leur composition appartient 
a V. 
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On dit que V est pleine si le foncteur d'inclusion i : V — > C est plein d'apres la definition 
ci-dessus, ce qui revient a dire que Homx>(X, F) = B.omc{X,Y) pour tout couple {X,Y) 
d'objets dans V. 

Sous-foncteur. Soit F un foncteur d'une categoric C vers les ensembles. On dit qu'un 
foncteur G : C — > £ns est un sous-foncteur de F, et on le note G C F par analogic avec 
les ensembles, si et seulement si 

1. pour tout objet X dans C, F{X) = G{X) et 

2. pour tout morphisme / : X — > F, G{f) = F{f)\G{x)- 
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